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1 Uwagi ogdlne

Rozprawa doktorska magistra Adama Wegerta, zatytulowana ”Koncepcja jednostajnosci w
C*-algebrach”, jest posdwiecona badaniu pojecia zwartosci w kontekécie C*-algebr, poprzez
wprowadzenie pojeé jednostajnodei i jednakowej ciaglosci dla ich elementéw (podzbioréw).
Zwartos¢ jest tutaj rozwazana w topologii “dualnej”, zdefiniowanej przy pomocy specjal-
nie dobranej metryki na przestrzeni x-reprezentacji (nieprzywiedlnych) danej C*-algebry.
Idee badari Autora wywodza, sie z klasycznych twierdzen analizy: tw. Gelfanda-Najmarka
dla przemiennych C*-algebr z jedynka, (ktére okazuja, si¢ by¢ algebrami funkeji ciaglych na
zwartych przestrzeniach Hausdorffa) oraz tw. Arzela-Ascoli, stwierdzajacym warunkowa,
zwartos$é dla rodziny funkeji jednakowo ciagtych i wspélnie ograniczonych na przedziale
zwartym. Te idee Autor przenosi na sytuacje nieprzemiennych C*-algebr, ktérych elementy
(a priori) nie sa funkcjami. Jednak przechodzac do obiektu dualnego, czyli *-reprezentacji
(zachowujacych jedynke) Rep(U) > 7w : U +— B(H,), mozna je traktowaé jako funkcje:
element a € U definiuje funkcje a(n) := 7(a). Dla oSrodkowej C*-algebry U z jedynka,
na zbiorze Rep(U) (wszystkich *-reprezentacji U w B([?), zachowujacych jedynke) Autor
wprowadza metryke
dg(m1, m2) := sup [[a(m) —a(m)], (1)
acK
gdzie K C U jest zwartym podzbiorem generujacym U. Okazuje sie, ze funkcja @ jest
ciagla (nawet jednostajnie) wzgledem tej metryki. Tq metryke Autor bada szczegdlnie na
zbiorze X(U) wszystkich "nieprzywiedlnych” = € Rep(Ud). Wéwczas definiuje zwartosé
C*-algebry U poprzez zwartos¢ przestrzeni topologicznej Y(U) (w metryce di). Pojecie to,
zastosowane do przypadku przemiennej C*-algebry U z jedynka, w ktérym mozna utozsamic
Y(U) z przestrzenig Gelfanda X, prowadzi do stwierdzenia zwartosci tej przestrzeni (dla
ktérej takze jest U = C(X)).

W rzeczywistosci metryka dx w pewnym sensie nie zalezy od zbioru K (Autor pokazuje
jej jednostajna réwnowazno$é z metryka dyp otrzymana dla dowolnego innego zwartego
pozdbioru L C U generujacego U). Co wigeej, ta metryka generuje topologie zbieznosci
?normowo-punktowej” (m5 — 7 jesli dla kazdego a € U jest ||mg(a) — w(a)|| — 0).

Autor wprowadza takze pojecie jednakowej ciaglosci podzbioru L w C*-algebrze U,
jedli rodzina funkeji {a@ : a € L} jest jednakowo ciagla na Rep(U) (wzgledem dg). Poniewaz
klasyczna wlasnoéé jednakowej ciaglodci zbioru funkeji cigglych jest réwnowazna temu, ze
maja one wszystkie ten sam modut cigglosci, naturalne jest zdefiniowanie przez Autora tego
pojecia takze w rozwazanym kontekscie.

Nastepnie rozwazana jest wlasno$é Ascolego dla C*-algebry U: dowolny jej podzbioér
L C U jest zwarty relatywnie (inaczej: warunkowo, czyli po domknieciu) wtedy i tylko wt-
edy, gdy jest ograniczony, jednakowo ciagly i punktowo warunkowo zwarty. Ta wlasnosé
jest poréwnywana ze zwartodcia, C*-algebr, przy czym na przykladach Autor pokazuje, ze
wlasnos$¢ Ascolego nie pociaga za soba zwartosci. Natomiast pozytywnym rezultatem jest



fakt, ze zwartosé implikuje silnag, wiasnosé Ascolego (jak wyzej, ale bez punktowej warunk-
owej zwartosci).

2 Opis Rozprawy

Rozprawa mgr. Adama Wegerta ma 64 strony, jest podzielona na 10 Rozdzialéw oraz spis
Literatury. Co ciekawe, wérod 42 pozycji Literatury jest "tylko” 13 artykuldéw z czasopisin,
czes$é z lat 60-tych ubiegtego wieku, kilka jest z ostatnich lat (w tym 4 preprinty autorstwa
Promotora, dr hab. Piotra Niemca), natomiast reszta to pozycje ksiazkowe. Wydaje si¢ to
$wiadczy¢ o niewielkim wspolczesnym zainteresowaniu ta, tematyka. Jednak moim zdaniem
jest godnym pochwaly to, ze mlody matematyk bierze na swdj warsztat taks tematyke i
osiaga w niej catkiem ciekawe i nietrywialne wyniki.

2.1 Omoéwienie wynikow Rozprawy

Przejde teraz do bardziej szczegdlowego omoéwienia wynikow Rozprawy. Sktada sie ona z
dwoéch Czesci: w Pierwszej jest Wstep i 5 Rozdzialéw o charakterze ogélnym, w Drugiej sa,
cztery Rozdzialy zawierajace istotne wyniki Rozprawy oraz komentarz na temat mozliwych
dalszych badan w poruszanej tematyce.

Wstep, w ktérym Autor objasnia co zawierajs poszczegdlne Rozdzialy, jest napisany
bardzo przejrzyscie i daje znakomity ogdlny obraz zawarto$ci Rozprawy.

Rozdziat 1, nazwany Preliminaria, wprowadza podstawowe pojecia teorii C*-algebr.

W Rozdziale 2 (Podstawy teorii C*-algebr) podane sg wlasnosci przemiennych C*-algebr
(z jedynka), ktére klasyczne tw. Gelfanda-Najmarka identyfikuje z funkcjami ciaglymi na
przestrzeniach zwartych. Omoéwione sa, tez przyktady réznych klas C*-algebr (jednorodnych,
kurczacych, CCR), ktére sg istotne w dalszych rozwazaniach.

Rozdzial 3 zostal nazwany ” Algebra vs. Geometria”, pokazuje réznorodnosé dziedzin
matematyki, pojawiajacych sie w badaniach C*-algebr i szczegélne zwiazki miedzy nimi.
Sq tutaj oméwione relacje natury algebraicznej i topologicznej w przypadku przemiennych
C*-algebr, jak w tw. Gelfanda-Najmarka, ale takze w przytoczonym tw. Serre-Swana
(odpowiednio$é modutéw projektywnych nad C(X) i wiazek wektorowych nad X). Jest
tez dyskusja zwiazkéw z Logika i Teoria Mnogosci na przyktadzie Teorii Murray’a-von Neu-
manna projektoréw i ich porzadku, pokazany jest tez zwiazek z Teoria, Miary (dla przemi-
ennych algebr von Neumanna).

Ja dodalbym tu jeszcze klasyczny rezultat von Neumanna — twierdzenie o bikomutancie —
ktére doskonale pokazuje zwiazek struktury algebraicznej (drugiego komutanta) ze struktura
topologiczna, (domkniecia w stabej topologii).

Dalej oméwione sa, przykltady naturalnych x-algebr zwazanych z grupami (algebra grupowa
grupy dyskretnej ze struktura Hopfa, pelna C*-algebra grupowa C*(G) oraz zredukowana
Cx(G), skladajace sie z odpowiednich reprezentacji grupy G) i dualno$é Tannaki-Kreina-
Pontriagina.

Omoéwiona jest tez rola K-teorii i idee nieprzemiennej geometrii Connes’a, jak réwniez
idea kwantowania nieprzemiennego, prowadzacego do zastapienia klasycznych wielkosci ob-
serwowalnych - opisywanych funkcjami - ich nieprzemiennymi (kwantowymi) odpowied-
nikami - operatorami. Na koniec tych rozwazan pokazane jest nieprzemienne uogdlnienie
pojecia rozmaitosci riemannowskiej do postaci t.zw. trajki spektralne).

Myséle takze, ze $wietnym przykladem postepowania, analogicznego do tego z Rozprawy,
jest Teoria Grup Kwantowych (Autor wspomina o nich jedynie zdawkowo), w ktorej wiasnic



”zapomina sie” o grupie, a mysli o funkcjach na niej, jako ze w przypadku przemiennym
daje sie odtworzy¢ cala, strukture grupy z wlasnosci C*-algebry funkcji ciaglych na niej. W
szczegdlnosdei, wspomniane twierdzenie Tannaki-Kreina o dualnodci ma tu swéj odpowiednik,
co pokazal Woronowicz.

Uwazam, ze Rozdzial 3 jest znakomitym umotywowaniem checi uogdlnienia klasycznych
pojeé przemiennej analizy na przypadek nieprzemienny. Pokazuje, jak bogate obszary rozwinety
sie dzieki takiej idei.

Dalej, w Rozdziale 4, Autor omawia klasyczne pojecie modutu ciaglosci funkeji jednosta-
jnie ciaglej oraz twierdzenie Arzeli-Ascolego. Na koniec Autor uzasadnia swoja motywacje do
badania pojecia zwartosci (przestrzeni metryzowalnych), pokazujac w jaki sposéb podzbiér
(przestrzeni zwartej metryzowalnej) warunkowo zwarty i rozdzielajacy punkty pozwala zdefin-
iowaé metryke zgodng, z topologia wyjsciowa. Czesé 1 konczy Fakt 5.1. stwierdzajacy, ze C*-
algebra z jednoscia, jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy ma podzbiér zwarty generujacy.
Jest to narzedzie techniczne przydatne w dalszych rozwazaniach.

W Rozdziale 6, rozpoczynajacym Czesé 2, Autor wprowadza funkcje di (wzér (1)) na
zbiorze *-reprezentacji Rep(U) osrodkowej C*-algebry z jedynka U, zwiazang z ustalonym
zwartym podzbiorem K C U generujacym U. Dowodzi, ze jest to metryka zupelna, ze
definiuje topologie identyczna, z topologia punktowo-normowsa, oraz ze kazdy inny zbior o tej
wlasnosci co K definiuje metryke jednostajnie réwnowazna z dx. Autor pokazuje takze, ze
wzgledem tej metryki funkcje @ sa jednostajnie ciagte na Rep(U). Dalej konstruowany jest
modut ciaglosci wX dla elementu a € U

WE = inf{w(t) : w > f¥,we q}, (2)
gdzie € jest zbiorem funkcji ciaglych, wklestych, nieujemnych i niemalejacych na [0, 00),
spehiajacych w(0) = 0, natomiast dla t > 0

Xt == sup{||a(r) —a(x")|| : 7, 7" € RepU),dk (7, 7") < t}. (3)

K

-, w szezegdlnosel to, iz pokrywa sig on z (minimalnym) modulem

Udowodnione sa wlasnoéci w,
ciaglosci wi funkeji @.

W kolejnym Rozdziale wprowadzona jest Definicja 7.1 zwartosci C*-algebry U jako
zwarto$é przestrzeni X(U) wszystkich nieprzywiedinych x-reprezentacji U (wlasciwie to nieprzy-
wiedlnych nieskori-czenie wymiarowych oraz przeliczalnych sum prostych nieprzywiedlnych
skoriczenie wymiarowych). Rozdzial 7 zawiera oméwienie wlasnosci tego pojecia (wraz z ich

dowodami), w szcegdlnosci Autor pokazuje, ze
1. obraz x-epimorficzny zwartej C*-algebry jest zwarty;
2. C*-algebra ilorazowa U/ J zwartej C*-algebry U (przez ideal J) jest zwarta;
3. ideal w zwartej C*-algebrze tez jest zwarty;
4. C*-algebry N-podjednorodne sa zwarte;
5. C*-algebry kurczace sa zwarte.

Ponadto udowodniona jest ciekawa wlasnos¢ C*-algebr zwartych (Tw. 7.20): kazda ich
reprezentacja nieprzywiedlna jest skoriczenie wymiarowa. Nie jest to jednak warunek konieczny,
co jest omoéwione dalej.



Nastepnie wprowadzona zostaje Definicja 7.11 wlasno$ci Ascolego dla C*-algebry U:
dowolny jej podzbiér L C U jest warunkowo zwarty wtedy i tylko wtedy gdy jest ogranic-
zony, jednakowo ciagly i punktowo warunkowo zwarty. Pokazane jest, ze wlasnos¢ ta jest
zachowana przez sume prosta,

Jedli do warunkowej zwartosci dowolnego L C U wystarczaja, tylko ograniczonosé i jed-
nakowa ciaglosé, to Autor nazywa to silna wlasnoécia Ascolego i pokazuje (Tw. 7.27) ze
zwarte C*-algebry maja, ta, wlasnosc.

Interesujace w tym Rozdziale sg dyskusje przyktadéw, ilustrujacych zdefiniowane w nim
wlasnosci. Autor pokazuje, ze wlasnosci Ascolego nie pociaga za soba zwartosci. Pokazuje to
Przyklad 7.13 (2) C*-algebry K(I?)T operatoréw zwartych na {? (z dolaczonym operatorem
identycznoséciowym). Podobnie zachowuje si¢ algebra nieprzemiennego torusa (ang.irrational
rotation algebra) Ay, zdefiniowana przez relacje komutacji uv = e?™%yu dwéch elementéw
unitarnych, gdzie € jest liczbg, niewymierna,

W innym Przyktadzie 7.23 konstruuje przyktad C*-algebry U, ktérej wszystkie nieprzy-
wiedlne *-reprezentacje sa, skonczenie wymiarowe, jednak ona sama nie jest zwarta.

Pod koniec Rozdzialu 7 Autor wprowadza pojecie jednostajnej zbieznosci a; — a
elementéw C*-algebry U, jako zbieznoéci odpowiadajacych im funkcji a; = @ jednostajnej
na N(U). Zbieznosé ta okazuje si¢ by¢ réwnowazna zbieznosci w normie ||as — a|| — 0 (T'w.
.37)

Rozdzial 8 zawiera rozwazania dwéch pojeé jednostajnej ciaglosci *-homomorfizméw
a : Uy — Uy dwoch C*-algebr: jednego wprowadzonego przy pomocy nieréwnosci dla
odpowiednich moduléw ciaglosci i drugiego, nicco bardziej naturalnego, odwolijacego sie
do jednostajnej ciaglodci funkcji Rep(Us) > ™ +— mo « € Rep(Uy). Oba pojecia zdefiniowane
sa w zaleznosci od ustalonych zbioréw zwartych generujacych te algebry, lecz de facto nie
zaleza, od ich konkretnego wyboru. W dalszej czesci rozwazana jest wlasno$é Ascolego na
zbiorze Hom(Uy,Us) *-homomorfizméw osrodkowych C*-algebr jedynkami. Podobnie jak
poprzednio definiuje sie metryke dx na tym zbiorze (zalezna od zwartego podzbioru K
generujacego U ), ktéra okazuje sie metryzowac zaréwno topologie punktowo-normows, jak i
topologie zbieznogci niemal jednostajnej. Dla podzbioru F C Hom(Uy,Us) pokazane sa trzy
ciekawe wlasnodci:

1. F jest warunkowo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego elementu a € U
jego orbita F(a) jest warunkowo zwarta w Us;

2. (zakladajac, ze Us ma wihasno$é Ascolego) F jest warunkowo zwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego elementu a € U jego orbita F(a) jest zbiorem ograniczonym,
jednakowo ciagtym i punktowo warunkowo zwartym;

3. (zakladajac, ze Uy ma silng wlasnosé Ascolego) F jest warunkowo zwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego elementu a € U; jego orbita F(a) jest zbiorem ograniczonym
i jednakowo ciaglym.

W Rozdziale 9 dla przypadku przemiennego U = C'(X), poréwnywany jest modul ciaglosci
wfep ) funkeji f € C (X, zdefiniowany wzorami (2) i (3) z modulem w?(u) zdefiniowanym
analogicznie z zastapieniem zbioru wszystkich *-reprezentacji Rep(U) przez zbidr x-reprezentacji
nieprzywiedlnych X (U). Pokazane jest, ze dla funkeji ciaglej rzeczywistej f : X +— R zachodzi
réwnoéé tych moduléw, przy czym dowdd tego faktu wykorzystuje transformate Fechnela
funkcji na przestrzeni Euklidesowej E

f*(z) == sup({z,y) — f(¥)),

yeE



charakteryzacje warunku f = f** (podana w Twierdzeniu 9.1) oraz dosy¢ subtelne szacow-
ania zwiazane z badaniem odleglosci (w normie supremum na C(X)) danej funkcji f od
funkcji speliajacych warunek Lipschitza ze stala nie wieksza, niz ustalona liczba s. Dla
N < .. S(U) Rep(U) =(U) .
przypadku zespolonego jest tylko pokazana tatwa nieréwnos¢ w; ™' < wy < 2wy, nie
ma jednak kontrprzyktadu. Na koniec tego Rozdzial Aotur omawia naturalne utozsamienie
zbioru (U) w przypadku przemiennym U = C(X) z przestrzenig miar spektralnych na X.
Rozdzial 10 koriczy Rozprawe rozwazaniami na temat mozliwych dalszych badan w
rozwazanej problematyce. Caltkiem naturalne jest w szczegdlnosci pytanie (Problem 10.1)
czy C*-podalgebra algebry zwartej musi by¢ zwarta. Warto, aby Autor sprébowal znalez¢
na nie odpowiedz - jesli bytaby negatywna, to byloby to ciekawie zaskakujace - odpowiedz
pozytywna, bytaby ”zgodna z oczekiwaniami”.

3 Uwagi

W swojej Rozprawie mgr A. Wegert zamiescil sporo pojeé, wlasnosci i przykladéw dotyczacych
swojej koncepcji jednostajnosci dla C*-algebr. Wiekszo$¢ z nich zawiera pelne szczegoétowe
dowody, wymagajace od Autora znajomosci technik algebr operatorowych, teorii reprezen-
tacji czy ogdlnej topologii metrycznej. Widaé w nich dobry warsztat matematyczny 1 wiedze
Autora, co daje jasny i ze wszech miar pozytywny obraz jego kompetencji i kwalifikacji
matematycznych.

Praca jest zredagowana w sposéb pozwalajacy na jej wygodne czytanie. Wystepuje kilka
drobnych niedociggnieé (np. niedokoriczone zdanie na str. 16 w linii 14, brak zalozenia
ciaglosci funkcji f w okresleniu zbioru E na str. 27, wielko$é indeksu dolnego: dj zamiast
d na poczatku dowodu Faktu 6.1 str. 29, brak formalnej definicji zbioru Irr(U) ze str. 41,
zmieniona czcionka w nazwach " Twierdzenie” 7.18 i 7.19 (kursywa zamiast pogrubienia),
uzycie niepoprawnej formy ”moznaby” zamiast "mozna by” na str. 48), ale sg to drobiazgi
bez wiekszego znaczenia dla cato$ci Rozprawy doktorskiej.

4 Podsumowanie

Rozprawa mgr Adama Wegerta jest w moim przekonaniu bardzo dobrym wstepem kon-
cepcyjym do badania C*-algebr z punktu widzenia topologicznych wilasnosci ich reprezen-
tacji i mam nadzieje, ze badania te beda dalej rozwijane, gdyz byloby ciekawe zobaczy¢
czy proponowanymi metodami mozna zblizyé sie do jaki§ ich trudniejszyc wiasnosci, typu
$redniowalno$é (= amenability), wlasno$é¢ Kazhdana dla C*-algebr grupowych, wiasnosci
aproksymacyjne, badanie AF-algebr (domknigcia sumy przeliczalnej wstgpujacej rodziny al-
gebr skoriczonych).

Podsumowujac stwierdzam, ze w przedlozonej rozprawie doktorskiej Autor pokazal, ze
ma potencjal do prowadzenia badani naukowych, potrafi (czeSciowo zapewne z pomoca, Pro-
motora) stawia¢ problemy matematyczne i je rozwiazywac, nie lgka si¢ podejmowaé badan
rozwijajacych — w jakims sensie nowa i niezbyt modng aktualnie — tematyke. Nie mam
watpliwosci, ze ngr Adam Wegert zastuguje na uzyskanie tytulu doktora nauk matematy-
cznych.

Uwazam, ze spelnione sa, wymagania ustawowe i w zwiazku z tym wnioskuje o dopuszcze-
nie Pana mgr Adama Wegerta do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Janusz Wysoczanski






