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RECENZJA
rozprawy doktorskiej mgra Karola Gryszki zatytutowanej
STrajektorie Asymptotycznie Okresowe w Ciggtych Ukladach Dynamicanych”

Rozprawa doktorska mgra Karola Gryszki, bedsca przedmiotem tej recenzji, sklada
sie z 55 stron (plus dodatkowe strony i—vi) i podzielona zostata na 4 rozdzialy. Zawiera
dodatkowo streszczenie (j. polski i j. anglelski), spis tredei, spis rysunkéw oraz bibliogra-
fie. Praca zostala napisana pod kierunkiem prof. dr. hab. Klaudiusza Wéjcika. Rozprawa
napisana jest w jezyku polskim, a dotyczy topologicznych wlasnodcei potokéw (tzn. ukla-
déw dynamicznych z czasem R) i semi-potokéw (tzn. ukladdéw dynamicznych z czasem
R, ) na przestrzeniach metrycznych. W niektérych miejscach rozwaza sig takze szezegdl-
ny przypadek lokalnych potokéw. Glownym pojeciem przewijajacym sie przez wszystkie
rozdziaty jest tak zwany okres asymptotyczny, natomiast przestrzen X jest w wigkszodci
przypadkéw lokalnie zwarta czy wiasciwa (przestrzen w ktérej wszystkie kule domkniete
sg zwarte).

Rozdzial pierwszy przybliza podstawowe pojecia z teorii ciggtych ukladéw dynamicz-
nych pojawiajace sig pdzniej w pracy. Miedzy innymi pojawia sie tam definicja ukladu
dynamicznego, orbity, punktu okresowego, zbioru niezmienniczego i minimalnego. Autor
definiuje tutaj takze okres asymptotyczny AP(x) punktu x, ktéry jest jednym 2z kluczo-
wych pojeé rozprawy.

W rozdziale drugim analizowane sg podstawowe zwigzki okresu asymptotycznego z tra-
jektoriami okresowymi. Rozwazania prowadzone sa w wiekszosci na wiasciwych przestrze-
niach metrycznych. Pojawia sie tutaj charakteryzacja sytuacii AP(z) = 0 oraz omédwione
sa wlasnosci zbioru granicznego w(z) wymuszajace AP(z) = +oc. Pojawia sie przyklad, ze
w przypadku AP(z) = +oo dynamika na zbiorze w(z) moze by¢ zupetnie inna. W dalsze;
czgsci tego rozdzialu autor poréwnuje zwiazki pomiedzy skoficzons wartoscia AP(z) a
wprowadzong w pracy [P] asymptotyczng okresowoscia.

W rozdziale 3 autor skupia si¢ nad zwiazkami miedzy skonczong wartoscig AP(z) a
zwartoscia 1 spojnoseig zbioru granicznego w(xz}. Rozdzial zawiera przyktad, ze dla lokal-
nego potoku na przestrzeni lokalnie zwartej moze zaj$é sytuacja w ktore) AP(z) prayjmu-
je wartodé skofczong, ale w(z) jest zbiorem niespdjnym i niezwartym (choé niepustym).
Nastepnie autor udowadnia, Zze gdy przestrzen jest wiasciwa (czyli istotnie zostala wzmoc-
niona lokalna zwartosé) to z tego, ze AP{x) < +o0o wynika, ze w(z) jest niepusty, zwarty
i spéiny a w(x) zawiera dokladnie jeden zbiér minimalny. Wykazuje takze, ze orbita z
jest przyciggana przez w(z) w tej] sytuacji. Na zakonezenie autor podaje jak elementy
zaczerpnigte z teorii punktdw statych (charakterystyka Eulera, wtasnodé punktu statego)
moga, pomde stwierdzeniu, ze AP(z) = +oo.
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Rozdzial 4 zawiera konstrukecje potokdw réwnowaznych pozwalajacs kontrolowaé tem-
po wzrostu orbit okresowych oraz orbit istotnie asymptotycznie okresowych (liczby p(¢)
oraz ppap{®)). Autor dowodzi, ze dla uktaddw réwnowaznych moze sic zdarzyé, ze warto-
sci p(¢) oraz ppap(¢) dowolnie sie réznig (Twierdzenie 4.3.6) rozszerzajac w ten sposob
idee pochodzace z [SZ]. Wykazuje takze, e warto$é entropii mozna w tych przyktadach
podniesé dowolnie w gére, az do +00.

Autorowi niestety nie udalo sie uniknaé pewnych usterek redakeyjnych. Czeéé z nich
wplywa niestety na poprawnosé merytoryczna pracy i z tego powoedu nalezalo by je usungé
z wersji finalnej rozprawy. Odnost sie wrazenie jakby pewne fragmenty tekstu byly pisane
w pospiechu.

(1) Do definicji potokéw réwnowaznych wkrad! sie istotny blad. Zazwyczaj definicja prze-
widuje, ze istnieje homeomorfizm h: X — Y przenoszacy trajektorie potoku ¢ na
(dziatajacych, odpowiednio na X 1Y), to znaczy

{#(z,t) : t € R} = {1 {@(h(z), 1)) : t € R}

dla wszystkich z z przestrzeni fazowej X na ktérej dziala ¢. Autor przedstawia po-
dobny opis definicji réwnowaznosci, a potem dodaje, ze oznacza to, Ze istniejeciagta
reparametryzacja czasu a: R x X — R taka, ze ¢{alt, z), h(z)) = h({t,z)) 1 dla
wszystkich z funkeja ¢ — «(t, z) jest rosnacym homeomorfizmem. Istniejs co prawda
tego typu charakteryzacje', jednak wyprowadzona w nich funkeja o dziata (i jest
ciagla) na zbiorze? X \ X, gdzie X, jest zbiorem punktéw stacjonarnych potoku ¢.
Aby zobaczyé, ze jest to warunek konieczny, rozwazmy cigg koncentrycznych okregow
o drodkach w (0,0} i promieniach 1/n uzwarcony punktem (0, 0). Jesli rozwazamy na
nich obroty (r, cos{a,t), r,sin(e,t)) wraz z punktem stacjonarnym w (0,0), to bez
wzgledu na dobdr ciggu predkodcl «, zawsze uzyskamy uklady réwnowazne. Tym-
czasem, jesli w jednym uktadzie o, — oo a w drugim @, — 0 to nie uda nam
si¢ uzyskaé funkcji ciggte] @: R x X — R (na homeomorfizm A mamy naturalrego
kandydata h(z) = x) tak by dla wszystkich x funkcja ¢ — «(t, z) byla rosngcym ho-
meomorfizmem. Po porostu w punkcie = (0, 0) nie uda nam sie uzyskaé rosngcego
homeomorfizmu przy jednoczesnym utrzymaniu ciaglodei a.

(2) Dowéd Lematu 2.1.1 nie ma sensu.Pojawia si¢ w nim symbol ;¢, brak opisu wyboru
ty 1td. Czytelnik odnost wrazenie, ze czes¢ dowodu z jakiego$ powodu wypadla na
etapie edycji, lub wydrukowano jego jakas wezedniejszs, czeSciows wersje. Sam dowdd
natomiast jest raczej standardowy i jego uzupelnienie nie powinno stanowié wiekszego
problemu.

(3) W dowodzie twierdzenia 2.2.2. wybér podciagu ¢, takiego, ze imsup, . W(o(t,, z),€) <
T+ 6 w sytuacji gdy limsup, ., W{¢(t,z),€) < T + § chyba nie ma za wiecle sensu.
Stwierdzenie linijke nizej méwigce, ze ,Bez siraty ogdlnodei (Lemat 2.1.1) mozemy
zalozyC...” nie jest do kofica zrozumiate. Chyba lepiej, korzystajac z definicji zbioru
w(z) zaloZyt, wybierajac cigg ¢, 2e B(¢(t,, x)) Noly) £ B.

(4) O ile idea przyktadu 2.3.10 wydaje sie poprawna, o tyla sama realizacja juz nie, W
konstrukeji wykorzystuje si¢ czasy powrotu na odcinek S przez punkt z poruszajacy
si¢ ze stalg predkoscia katowa. Kolejne czasy powrotu zadajg rozkiad S na odcinki I
o rozlgeznych wnetrzach. Nastepnie zastepuje sie ' = 1 zmienng predkoscia katows
v' = f{r) nad kazdym z odcinkéw [,. Zwréémy uwage, ze jesli trajektoria punktu z

! Patrz np. [O] 2 bibliografi rozprawy.
2 Por. takie Lemat 4.1.9. w dalsze czgdel rozprawy.
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(w nowo stworzonym uktadzie dynamicznym) przetnie S w przedzale Iy, oraz liczhy
a; dla i =k —2,...,k+n+ 2 beda male, powledzmy a; < 1/20% to b; < 1/10
oraz ¢; < 1/10 dlad = k,...,n a zatem v = §(r) < 1/10 dla » € U1, Ale jedli
r(to) € I to z wyboru tych przedziatéw (ruch r(t) i v(t) odbywa si¢ niezaleznie)
wynika ze 7(¢) nie opusci przedziatu USTPT, dla t € [ty t + n — 1]. Z drugiej strony,
jesli n > 10 to czas ponownego powrotu na S bedzie wiekszy niz 10. Stad nie jest
prawda, ze (p;,¢;) < 27 + Ce dla duzych ¢ bo sytuacja powyzsza moze powtdrzyé
sie nieskonczenie wiele razy. Wydaje sie, ze predkoscia na przedziatach [ nalezy tak
sterowac aby czas powrotu wynosit zawsze 27, natomiast predkosé kgtowa na pewnych
przedziatach fluktuowala, pomiedzy bardzo duza 1 bardzo mala predkoscig. Nalezy
przy tym uwazaé, aby w kolejuych przedzialach I, zmiany nie byty zbyt gwaltowne, bo
do obliczenia AP(z) uzywamy takze punktéw ¢(¢, z) dla czaséw ¢t w ktorych ¢(t, z) ¢
S.

Twierdzenie 3.2.4. jest oczywista obserwacja. Jedli ot {z) jest ograniczony a X jest
wlasgciwa, to wprost z definicji przestrzeni whasciwej o (z) jest zwarty jako domkniety
podzbidr zbioru zwartego. Na tej samej zasadzie, Twierdzenie 3.2.7. jest natychmia-
stowa konsekwencja Twierdzenia 3.2.8.

Dowod Twierdzenia 3.2.9. jest w duzym stopniu standardowy i zbyt diugi., Na mo-
cy Twierdzenia 3.2.8. zbiér o™ (z) jest ograniczony, zatem w(z) jest zbiorem zwar-
tym jako domknigty podzbior zbioru zwartego ot(z). Teraz wystaczy skorzystaé z
Lematu 3.1.1(iv) otrzymujac spdjnoéé w(z). Réwnie dobrze mozna tez skorzystaé z
Twierdzenia 3.2.2. ktére autor przytacza za [BS)].

Lemat 3.2.1. jest powtdrzeniem bardziej ogdlnego Lematu 2.1.1. z poprzedniego roz-
dziatu.

Nie jest jasne po co w T'wierdzeniu 3.3.5 zakladamy, ze S jest ENR-em.

W dowodzie Twierdzenia 3.3.5. nalezalo by sie zdecydowaé, czy chcemy skorzystad z
tego, ze kazde ¢ ma punkt staly w S (i na tej podstawie wnioskowaé, ze w S musi by¢
punkt stacjonarny), czy tez skorzystaé ze stabej whasnogci punktu statego i odniedé
sie do T'wierdzenia 3.3.5.

Warto umiescié uwage, ze jesli istnieje rozktad X = X, U. ..U X, na zbiory niezmien-
nicze X; to p(¢) = max], p(é|x,). Wykorzystujemy ten fakt w dowodzie twierdzenia
4.3.6 bez zadnego komentarza.

Jesli juz dokladnie opisujemy konstrukeje z [O], to nalezato by skomentowaé dlaczego
ukltad (Z,0) z dowodu twierdzenia 4.1.10 nie ma punktéw okresowych {wynika to z
warunku (1), lub bardziej ogélnego faktu, ze kazdy ukiad proksymalny zawiera punkt
staly jako jedyny podzbiér minimalny?).

Praca zawiera takze kilka drobniejszych niedociagnieé. Pozwolg sobie przedstawié czesé

z nich:

5% Zadnie ,W kiasie takich zbioréw...” jest powtorzone.

5'%: Powinno byé: ,W X zawarty jest...”

Jesli w Obserwacji 1.2.17 zadajemy sobie trud z dowodem, to powinna takze zostaé
dodana cbserwacja, %e jesli A jest zwarty, to takze zbiér B(A,r) = {z: d(z, A) < r}
Jest zwarty w przestrzeni wlasciwej. W dalszej czedci pracy ten fakt jest uzywany.
Uwaga 2.1.3. podaje, ze wlasciwos$C przesirzeni X w Lemacie 2.1.3. mozna ostabié,
wymagajac jedynie lokalnej zwartosci oraz powotuje sie na [BS NSJ. Czemu zatem nie

3 Patrz np.Proposition 2.2 w: Akin, Ethan; Kolyada, Sergii. Li-Yorke sensitivity. Nonlinearity 16
{2003), no. 4, 1421-1433



prowadzimy dowodu dla tych zalozen. Nie jest jasne takze czemu dowodzimy ten [akt

w pracy, skoro uwaga sugeruje, ze mozna go znalezé w literaturze.

13g: Co oznacza lim sup,, wy?

165: Powinno by¢ AP{x) < +oc.

— Definicja 2.3.2: zazwycza] w literaturze warunek ten nazywa sie jednostajnym powraca-
niem®* aby odréznié go od powracania, ktére nie wymusza stalego gérnego ograniczenia
na czas powrotu i w zwiazku z tym nie prowadzi do dynamiki minimalnej.

— 20g: Powinno by¢ I} zamiast I[".

— 215 Wyraz "odpowiada” jest nadmiarowy.

W przyktadzie 3.1.2. zamiast dobieraé¢ odpowiednie krzywe w mniejszych kulach mozna

bylo przyjaé, ze dla 2 > r > 1 dynamika jest zwyklym obrotem z predkoscia v’ =1,

oraz przyjaé zakres argumentu I, = (— arccos 7/8, arccos 7/8) dla punktéw u = (r,1)

iu=(—r0).

Przyklad zaczynajacy si¢ od 30, az do Twierdzenia 3.2.9 mozna pomingé, gdyz ta

czes$é dowodu wynika juz z Przykiadu 2.3.12.

— 37,: Powinno raczej by¢ ,gdyz x(T?) = 0” a nie ,gdy x(T?) = 0".

—— 38:: Powinno by¢ W jest pokryciem otwartym X7,

54, [GR]: w tytule oryginalnego artykulu jest "polysystems”

Wyniki naukowe uzyskane przez mgr Karola Gryszke sa oryginalne. Rozwigzane pro-
blemy posiadajg rézny poziom trudnodci i nieréwng wartos¢ matematyczng. Rozprawa
zostata napisana niestarannie o czym $wiadezy wskazana, chot zapewne niepelna liczba
usterek (sugeruje poprawe rozprawy w postacl erraty, jednak bez koniecznosci ponowne]
recenzji).

Art. 13 ust. 1. ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz stopniach ¢ tytule
w zakresie sztuki stwierdza, ze ,Rozprawa doktorska, |...] powinna stanowié oryginalne
rozwigzanie problemu naukowego lub oryginalne dokonanie artystyczne oraz wykazywad
ogblng wiedze teoretyczng kandydata w danej dyscyplinie naukowe] lub artystycznej oraz
umiejetnoéé samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub artystycznej”. W mojej opinii
przedstawiona rozprawa, pomimo wskazanych wezeéniej niedociagnigc spetnia jednak te
wymagania rozszerzajac wiedze na temat asymptotycznych wlasnodci trajektorii w cig-
glych uktadach dynamicznych. W zwiazku z powyzszym, wnioskuje o przyjecie
rozprawy doktorskiej i dopuszczenie mgra Karola Gryszki do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.

1 ang. uniformly recurrent




