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Recenzja rozprawy doktorskiej pana mgra Karola Gryszki
nt.: ,,Trajektorie Asymptotycznie Okresowe
w Cigglych Ukladach Dynamicznych”

Teoria uktadéw dynamicznych dostarcza ciekawych i istotnych problemow
badawezych.  Uklady hamiltonowskie i zagadnienie N-cial, dziwne atrak-
tory w uktadach nieliniowych, topologiczne wtasnoéci zbioréw granicznych,
catkowalno$é uktadéw fizycznych, to tylko niektére z mozliwych kierunkow
badan. W szczegblnosci wazne jest badanie orbit okresowych (ich ilosei,
okresu), punktéw stacjonarnych, a takze orbit (homoklinicznych, heterokli-
nicznych) taczacych te punkty.

W XX wieku pojawily sie rézne uogélnienia pojecia orbity okresowej w
uktadach dynamicznych z czasem cigglym. Miedzy innymi znane sa orbity
powracajgce wprowadzone przez Birkhoffa, orbity prawie okresowe w sensie
Bohra oraz orbity dodatnio asymptotycznie okresowe pochodzace od pol-
skiego matematyka Andrzeja Pelczara. Taka problematyka ma zwiazki na
przyktad 7z dynamika nieba - ruchy planet sa na ogodt prawie okresowe.

Przedtozona mi do recenzji rozprawa doktorska poswigcona. jest badaniu
nowcego pojecia - okresu asymptotycznego, ktére zostalo wprowadzone przez
pana K. Gryszke w jego publikacji: Asymptotic Period in Dynamical Systems
in Metric Spaces, Collog. Math. 139 (2015), 245-257.

Motywacja do badan prowadzonych przez doktoranta, o czym sam napisal,
byly pytania: ,Jak opisaé zachowanie orbit sasiadujacych z okresowymi? Jak
opisa¢ zachowanie orbit, ktére wykazujs wlasnodci bliskie okresowym, ale
takimi nic 37"

Rozdzial 1. zaczyna sie od krotkiego przypomnienia elementarnych po-
Je¢ z teoril ciaggltych ukladéw dynamicznych takich jak: potok, semi-potok,



potok lokalny, orbita (trajektoria) o(x) punktu z, orbita dodatnia o™ (x)
punktu z, orbita ujemna o~ (z) punktu z, punkt stacjonarny, punkt okresowy,
zblor w-graniczny w(zx) punktu z, zbior a-graniczny afz) punktn z, zbiér
niezmienniczy. Autor rozprawy przytacza réwniez podstawowe fakty doty-
czace zhiorow mirnimalnych (najuniejszy, niepusty, domkniety zbior niez-
mienniczy). Nastepnie doktorant podaje definicje okresu asymptotycznego
AP(zx) punktu (orbity). Definicja jest analityczna. Wykorzystnje pojecie
granicy i granicy gornej funkcji. Mianowicie.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng, a ¢: [0, 4+00) x X — X
semi-ukladem dynamicznym (semi-potokiem). Ustalmy z € X oraz ¢ > 0.
Przyjmijmy, ze

Alz,e) = {t 2 0: d(¢(t, x),x) > e}

Wowczas
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gdzie zhior indeksow I jest albo przeliczalny albo skoriczony (7;(z, e) moze
byé +oo dla pewnego 7). Dla t > 0,
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ri{z g) — q(z,e), te€ (qlx,e),ri{z €)).
Autor rozprawy przyjmuje, ze

AP(z) = lim lim sup lim sup s z) - ($)-
=0 ¢ to0 s—+oo

Okres asymptotyczny AP{x) moze przyjmowa¢é wartosci z przedziatu [0, +oc].
Doktorant wprowadza nastepujace definicje. Jezeli AP{z) = 0, to punkt z
jest asymptotycznie stacjonarny. Jezeli AP(x) € (0,00), to punkt = jest
asymptotycznie okresowy. Natomiast, gdy AP(z) = 400, to punks z jest
asymptotycznie nieokresowy. Te nowe pojecia sg naturalnym uogélnieniem
klasycznych: punktu stacjonarnego i okresowego. Fatwo tei zauwazyé, ze
jesli punkt x jest T-okresowy i T jest okresem podstawowym, to AP{z) =T.
Jesdli zag r jest punktem stacjonarnym, to jest tez punktem asymptotycznie
stacjonarnyrm.

Mam jedng drobng uwage. Poniewaz we wzorze (D) zmienng jest ¢ > 0,
to pisalabym tak jak jest w recenzji w,-(t}, a nie tak jak w rozprawie wy(z, €).
Ale dobor nazewnictwa 1 oznaczen jest oczywidcie kwestia gustl.



W Rozdziale 2. pan K. Gryszka opisuje wtasnosdci okresu asymptoty-
cznego.  Kluczowe dla wynikéw uzyskanych w tym i kolejnym rozdziale
jest dodatkowe zatozenie na (X,d), Ze jest wlasciwa (t.j. kule domknigte
sa zwarte). Glowne rezultaty: Twierdzenie 2.1.5, Twierdzenie 2.2.1 oraz
Twierdzenie 2.2.2 lgcza, whasnodei zhioru w-granicrnego w(x) 7z wartoscig
okresu asymptotycznego AP(x). Najkrocej rzecz ujmujac, zbiér w(z) jest
singletoneimn wtedy i tylko wtedy, gdy # jest asymptotycznie staty. Jezeli moc
zbioru w(z) jest wieksza od jednosci oraz zawiera on punkt stacjonarny, to
punkt z nie jest agymptotycznie okresowy. Podobnie, gdy zbiér w-granicziy
punktu z zawiera dwie rézne orbity o dodatniej odleglo$ci miedzy nimi, to
AP(x) = +00. Doktorant podaje tez przyktad potoku w R? (Przyklad 2.2.3),
ktory pokazuje, ze nieskonczona wartosé okresu asymptotycznego nie impli-
kuje zadnej konkretnej dynamiki na zbiorze granicznym. Na razie p. K.
Gryszce nie udalo sie uzyskaé¢ odpowiedzi na pytanie, co dzieje sie ze zbiorem
granicznym w(z), gdy AP(z) € (0, +co).

Autor rozprawy nie bada osobno ukladéw gradientowych. Wedlug mnie
przydalaby sie jednak uwaga, ze w sytuacji, gdy potok jest gradientowy, to
z twierdzer: 2.1.5 1 2.2.2 wynika, zc okres asymptotycziny moze przyjmowad
tylko dwie skrajne wartosei: 01 4co.

Ponadto, w drugim rozdziale autor bada wprowadzone przez siebic po-
jecie okresu asymptotycznego w kontekscie innych uogélnied pojecia okresu.
Na przykladach pokazuje brak rclacji swojego pojecia z pojeciem trajek-
torii powracajacej, orbity prawie okresowej 1 orbity dodatnio asymptotycznie
okresowej.

W tym miejscu chee odnotowaé dwie uwagi. W Przyktadzie 2.3.7 (s 18)
jest blad drukarski w plerwbzym réwnaniu badanego potoku. Zamiast r' = l
dla v > 0, powinno byé r' = 1 dla t > 0. Natomiast w Przyktadzie 2.3. 10
{s. 19-21), w ktdrym autor deﬁmuje ciagly ukiad dynamiczny na pierScie-
niu {r € R*: 1 < |z| < 2} wykorzystujac przy tym pojecie odwzorowania
Poincaré, doktorant nieprawidlowo obliczyt okres asymptotyczny dla dowol-
nego punktu y z orbity nawijajacej sie na sfere S'. Wedtug mnie nie wynosi
on 27, jak napisal p. K. Gryszka, tylko +00. Jednoczednie dodam, ze mozna
ten przyklad zmodyfikowaé w taki sposob, zeby AP(y) = 27.

W Rozdziale 3. gléwnym celemn autora bylo badanie orbit asymptoty-
cznie okresowych pod katem topologicznych wlasnosci zbioréw granicznych.
Przy zalozeniu, ze ¢: R x X — X jest potokiem na wladciwej przestrzeni
metryeznej (X, d) udalo mu sie pokazaé, Ze jesli punkt =z € X jest asympto-
tycznie okresowy, to wtedy:

e r jest stabilny w sensie Lagrange’a, t.j. zbior ot(z) jest zwarty (Tw.
3.2.7);



e zbiér graniczny w(x) jest spdjny (Tw. 3.2.9);
e zbiér w-graniczny punktu x przycigga orbite punktu x (Tw. 3.2.11).

Wymienione powyzej twierdzenia weszly w sktad preprintu p. Gryszki nt.:
A Note on Fundamental Topological Properties of Limit Sets. Jesli nato-
miast z jest punktem asymptotycznie okresowym semi-potoku na wlasciwej
przestrzeni metryczne], to autor wykazal, Ze zbior w-graniczny tego punktu
zawiera dokladnie jeden zwarty podzbiér minimalny (Tw. 3.2.14).

Cickawe jest Twicrdzenic 3.2.15, ktére doktorant uzyskal jako prosty
wniosek z twierdzenia Poincaré-Bendixona. Moéwi ono, ze dla uktaddéw dy-
namicznych na plaszczyénie, generowanych przez pola wektorowe klasy C1,
zbiér graniczny w(z) jest orbita okresowa, o ile punkt z jest asymptotycznie
okresowy.

W ostatnim podrozdziale Rozdzialu 3. pan K. Gryszka przypomina
wybrane, podstawowe pojecia z topologii algebraicznej potrzebne do sfor-
mutowania i udowodnienia Twierdzenia 3.3.9. Zaktadajac, ze ¢ jest potokiem
na X i zbiér w-graniczny pewnego punktu xz € X jest zwartym ENR-em o
mocy wiekszej niz 1 i nietrywialnej charakterystyce Eulera, autor rozprawy
dowodzi, ze x nie jest punktem asymptotycznie okresowym.

Rozdzial 4. rozprawy dotyczy wlasnosci rownowaznych ukladéw dyna-
miczuych.  Na poczgtku rozdzialu autor przypomina, co to jest entropia
topologiczna h{¢) potoku ¢ i co to jest tempo wzrostu orbit okresowych p(¢)
dla potoku ¢.

Punktem wyjscia do napisania tego rozdziatlu byla dla doktoranta pub-
likacja: W. Sun, Ch. Zhang, Extreme growth rates of periodic orbits in flows,
Proc. Amer. Math. Soc. 140 (2012), 1387-1392. Jej autorzy pckazali, ze
istnigje taka para réwnowaznych potokéw ¢p: R x X — X i¢: Rx Y —
Y z punktami stacjonarnymi, okreslonych na zwartych przestrzeniach me-
trycznych, ze tempo wzrostu orbit okresowych jednego z tych potokdéw jest
o0, a drugiego 0. Ponadto, udowodnili, ze istnieje taki potok ¢ na zwartej
przestrzeni metrycznej X, dla ktérego h(¢) = +oo 1 p(¢) = 0. Wreszcie
wykazali, ze istnieje taki potok ¢ na zwartej przestrzni metrycznej X, dla
ktorego h{¢) = 01 p(9) = +o0.

Pan K. Gryszka poprzez analogie do tempa wzrostu orbit okresowych
dia potoku ¢ wprowadzii tempo wzrostu pap{@) orbit asymptotycznie okre-
sowych oraz tempo wzrostu pgap{@) orbit istotnic asymptotycznic okre-
sowych (ktére sa asymptotycznie okresowe, ale nie sa okresowe). Nastepnie
uogdlnit wynik ze wspomnianej pracy uwzgledniajac rowniez orbity asympto-
tycznie okresowe. Pokazal, ze dla dowolnych a, b, ¢, d € [0, oc], istnieje zwarta
przestrzen metryczna X oraz para rownowazuych potokéw ¢: R x X — X i



¥: R x X — X z punktami stacjonarnymi, dla ktorych p(¢) = o, p(¥') = b,
Prar(®) = cippap(¥) = d (Tw. 4.3.6). Rezultat ten zostal opublikowany
W eytowanym wezesniej artykule doktoranta.

Rozprawa jest poprawnie zredagowana, ale zawiera duzo literowek.

Reasumujgc. Rozprawa doktorska pana mgra Karola Gryszki podwie-
cona jest badaniom wtasnosci dynamicznych i topologicznych punktéw (or-
bit) asymptotycznie okresowych. W badaniach tych autor rozprawy wykazal
sig gruntowng, wiedzg 7 teorii ciaglych ukladow dynamicznych, ale rownies
umiejetnoscia postugiwania sie metodami topologii algebraicznej. Pojecie
asymptotycznego okresu zostalo wymyslone przez doktoranta. Ma on juz
na swolm koncie jedng publikacje z tej problematyki, a kolejna {dostepna
w formie preprintu) znajduje si¢ W recenzji. Dragne tes zaznaczyé, ze na
moje zaproszenie, doktorant referowal swoje wyniki na Seminarium z Metod
Topologicznych i Wariacyjnych w Analizie Nieliniowej na PG w Gdafisku i
mial bardzo dobry odezyt.

Wobec powyzszego, uwazam, ze rozprawa doktorska pana mgra
Karola Gryszki spelnia wszystkie zwyczajowe i ustawowe (Dz. U.
Nr 65, poz. 595, z poésn. zIn.) Wwymagania stawiane TOZpra-
wom doktorskim. Wnosz¢ o dopuszczenie doktoranta do dalszych
etapow w przewodzie doktorskim.
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