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Recenzja rozprawy doktorskiej pana mgra Sylwestra Zajaca pt.
“Geometryczna teoria funkcji w wypuklych obszarach tubowych
i w dynamice operatorowej”

Recenzowana praca skiada sig z dwdch odrebnych czesci. Jedna poswigcona jest geodezyjnym
w wypuklych obszarach tubowych a druga opisuje dynamike operatora kompozycji w przestrzeni
funkcji holomorficznych na rozmaitodciach Steina. Tym co wiaze obie czeéci jest geometryczna
teoria funkeji zespolonych wielu zmiennych. Pierwsza czedé jednoznacznie przynalezy do analizy
zespolonej, druga lezy na pograniczu analizy funkcjonalnej (stamtad pochodzi problem) i analizy
zespolonej wielu zmiennych (z ktérej brane sg narzedzia rozwigzania problemu). Moim zdaniem
kazda z tych czgsci bylaby dobra rozprawa doktorsksg. W obu rozwiazano iteresujacy problem z
trudnym dowodem i uzyskano wynik nowatorski i uzyteczny.

Plerwsza czgé¢ dotyczy opisu geodezyjnych zespolonych w wypuklych obszarach tubowych.
Na mocy twierdzenia Lemperta w obszarach wypuklych wszystkie metryki niezmiennicze sa
réwne (w szczegdlnosci, pokrywaja sig metryki Caratheodory’ego i Kobayashi). W tej sytuacji
geodezyjna w obszarze wypuklym G C C? nazywamy takie odwzorowanie holomorficzne dysku
Jjednostkowego D w G, ktdre jest izometriag w metryce niezmienniczej (na dysku to odlegloéé
Poincaré a w G to np. metryka Kobayashi). W ksiazce Jarnickiego i Pfluga o metrykach niezmi-
enniczych przedstawiony jest lemat opisujacy geodezyjne w obszarach wypuklych ograniczonych.
Doktorant uogélnia ten wynik na pewne obszary nieograniczone (Tw. 1.1.2): obszary tubowe,
ktére sg postaci D + iR¢ dla pewnego wypuklego podzbioru D ¢ R zwanego baza obszaru
tubowego. Charakteryzacja jest dogé techniczna ale jednak “sprawdzalna”. Doktorant idzie
jednak dalej i dla pewnych obszaréw tubowych (z baza zawarta w “kwadrancie” R¢ przestrzeni
R i z kazdym punktem zawierajaca odpowiedni przesuniety “kwadrant” o wierzcholu w tym
punkcie) opis jest bardziej bezpodredni w terminach tzw. miary granicznej (Tw. 1.1.4). To ostat-
nie twierdzenie daje metode znajdywania wszystkich geodezyjnych, gdyz jest ono dychotomia:
albo geodezyjna jest sprowadzalna do wymiaru o jeden mniejszy albo jest pewnej specjalnej
postaci opisanej w twierdzeniu. W wymiarze jeden oczywiscie geodezyjne sa dobrze znane:
s to odwzorowania konforemne dysku na pélplaszczyzne. Doktorant w koncu rozdziatu 1.4
analizuje szczegdlowiej przypadek dwuwymiarowy.

W Rozdziale 1.5 pokazuje jak uzyskane twierdzenia pozwalaja opisaé wszystkie geodezyjne
dla rozmaitych konkretnych przykladéw np. dla obszaru z bazg ograniczona przez hiperbole lub
przez parabolg. A jak jest dla obszaru z baza eliptyczna? Ukoronowaniem czesci pierwszej jest
zastosowanie do pehych, ograniczonych pseudowypuklych obszaréw Reinhardta, gdzie autor
znajduje opis tzw. ekstremalnych funkcji dla funkcji Lemperta tj. takich tunkeji f z dysku
w obszar, ktére dla pewnych dwéch punktéw z obszaru daja najmniejsza mozliwa odleglodé
Poincaré przeciwobrazdw.

Znana metoda dowodu dla obszaréw ograniczonych wymaga dodé powaznej modyfikacji aby
uzyska¢ wynik dla obszaréw tubowych. Doktorant startuje z do$é¢ oczywistej redukeji do ob-
szarow tubowych nie zawierajacych zespolonych prostych. Wtedy kazda funkcja holomorficzna
z dysku w taki obszar ma miar¢ graniczng. Dalsza analiza wyniku zawartego w Tw. 1.1.2
dokonana przez doktoranta nie ma juz wedlug mojej wiedzy znanego odpowiednika, i policzone
przykiady pokazuja sile tej analizy. Metoda jest uzyteczna i jak pokazuje przyklad obszaréw z
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baza paraboliczng pewnie ma jeszeze potencjal dalszych zastosowan. Znajomoéé geodezyjnych
pokazuje prawdziwa “geometri¢ w sensie metryki niezmienniczej” obszaru i jak sadze jest dosé
fundamentalng informacja. Uwazam, e policzenie geodezyjnych dla wielu typowych obszaréw
pozwoliloby zebraé informacje o mozliwych sytuacjach — rozprawa pana mgra Zajaca jest ele-
ganckim krokiem w tym kierunku. Ta cze$é rozprawy to odkrycie nowego twierdzenia, ktérego
postaci nie mozna bylo chyba z giry przewidzie¢. W sumie juz ten rozdzial stanowi bardzo
dobra rozprawe doktorska.

Druga czgs¢ rozprawy dotyczy charakteryzacji tych operatoréw kompozycji C,, Cy(f) = fop
na przestrzeni funkeji holomorficznych H (£2) na rozmaitodci Steina (obszarze holomorficznosci)
(2, ktére sg hipercykliczne tzn. dla pewnego elementu f dziedziny operatora jego orbita {CZ; vl
n € N} jest gesta w H(2). Odwzorowanie ¢ zwane symbolem operatora jest odwzorowaniem
holomorficznym z @ w €. Przestrzenn H()) jest jak zwykle wyposazona w topologie zwarto-
otwartg. Problem fen nalezy do teorii dynamiki liniowych operatoréw. Whbhrew powszechnemu
mniemaniu, ze tylko nieliniowa dynamika jest ciekawa w ostatnich dziesiecioleciach powstala
bogata teoria liniowej dynamiki, czyli badania operatoréw liniowych na przestrzeniach Banacha,
Frécheta lub nawet na przestrzeniach lokalnie wypuklych w terminach ich orbit.

Istotnie dynamika skolczenie wymiarowego operatora liniowego nie moze byé skomplikowana
(np. hipercykliczna czy chaotyczna), ale jak wiadomo od lat dwudziestych XX wieku dla op-
eratoréw nieskoriczenie wymiarowych jest inaczej. Chyba pierwszy przyklad takiego operatora
hipercyklicznego pojawia sie w twierdzeniu Birkhoffa: we wspélezesnej terminologii oznacza ono,
7ze operator przesunigeia (najprostszy operator kompozycji) na przestrzeni funkeji calkowitych
jednej zmiennej jest hipercykliczny. To zdumiewajacy fakt: istnieje funkcja calkowita jednej
zmiennej zespolonej, ktérej przesuniecia przyblizaja dowolne funkcje calkowite. Badania dy-
namiki (nieskoriczenie wymiarowych) operatoréw liniowych nabraly tempa w drugiej potowie
XX wieku — pieknym podsumowaniem tej bogatej teorii jest ksiazka Grosse-Erdmanna i Perisa
“Linear Chaos” wydana kilka lat temu przez Springera (oznaczana nizej [GEP]). Teoria jest
nadal Zywa i nadal ukazuje sie wiele glebokich twierdzeni. Jednym z istotnych elementéw tej
teorii jest badanie klasycznych operatoréw pod katem ich zachowania dynamicznego (hipercyk-
licznoéé, chaotycznodé, potegowa ograniczonoéé, ergodycznosé itp.). Uzyskano wiele wynikéw
dla operatoréw rézniczkowych, wagowych operatoréw przesunigcia (weighted shift operators) na
przestrzeniach ciggowych i dla innych operatoréw klasycznych. Z pewnodcig do takich podsta-
wowych operatoréw nalezy operator kompozycji — por. bogata literature na ten temat, w tym
monografi¢ C. Cowena, B. MacCluer czy ksigzke J. Shapiro.

W tej sytuacji jest zdumiewajace, ze pelna charakteryzacja w terminach symbolu hipercyk-
licznych operatoréw kompozycji na przestrzeniach fukeji holomorficznych jednej zmiennej zostala
uzyskana dopiero w 2009 roku przez K.-G. Grosse Erdmanna i R. Mortiniego. Wezegniej znane
byly tylko wyniki czesciowe. Dla funkeji wielu zmiennych prawie nic nie bylo wiadomo: Bernal-
Gonzalez opisal je tylko dla symbolu afinicznego w 2005 r. Rozprawa zawiera pele rozwiazanie
tego problemu dla dowoluych rozmaitosci Steina §2 i dowolnych operatoréw kompozycji na H ().
Sformulowanie wyniku jest podobne jak w przypadku jednej zmiennej, ale jeden z warunkéw
jest mocniejszy. Doktorant udowodnil, ze jesli kule o skoficzonym promieniu w pseudometryce
Caratheodory’ego sa relatywnie zwarte (troche mocniejszy warunek niz zupehmoséé w pseudome-
tryce Caratheodory’ego) to mozna uzy¢ tego samego warunku co w przypadku jednej zmiennej.
Autor przeanalizowal, tez warunki na to by operator byl tzw. dziedzicznie hipercyklicany (w
terminologii ksiazki [GEP] jest to tzw. dziedziczna hipercykliczno$é wzgl. calego ciagu liczb
naturalnych) i pokazal, ze jesli rozmaito$é ma relatywnie zwarte kule w pseudometryce Carathe-
dory’ego to hipercyklicznoéé jest réwnowazna dziedzicznej hipercyklicznosci (w szezegélnodei
implikuje to, ze C, jest slabo mieszajacy — por. tw. Bés-Peris [GEP, Th. 3.15]). Rozdzial
konezy krétkie uzasadnienie dlaczego badanie rozmaitosci Steina zawiera w sobie przypadek
operatoréw kompozycji na H(Q) dla dowolnego obszaru Q c C.




Dowody w tej czesdei sa eleganckie i bardzo naturalne mimo jednak tego, ze nie sa tak
technicznie skomplikowane jak dowody w czedci pierwszej, to wymagaly pomyslowodci a przy-
najmniej dobrego wyczucia teorii funkcji analitycznych wielu zmiennych. W tej czgéci postaé
twierdzenia byta do pewnego stopnia oczekiwana (choé¢ rezultat autora zawiera znaczaca mody-
fikacje tej “oczekiwanej” postaci) ale nikt nie wiedzial jak to udowodnié. Podkredli¢ ralezy, ze
ta czgs¢ rozprawy nie jest bezposrednio zwigzana z zainteresowaniami promotora. Takze ten
rozdzial oceniam bardzo wysoko.

Prezentacja obu czesci jest dosé jasna i staranna (np. nie nalazlem typowych literéwek).
Zasadniczo autor wyjasnia tlo swoich wynikéw i ich miejsce w ogdlnej teorii — szczegdlnie w
plerwszej czeéci rozprawy. Zestaw literatury jest bardzo obszerny i dowodzi dobrej znajomosci
tematu przez doktoranta. Jednak troche zadziwiajaca jest nieobecnodé jakiej§ nowoczesnej
monografii o dynamice liniowej (albo Grosse-Erdmann—Peris [GEP] albo Bayart—Matheron albo
najlepiej obie). Oprécz ksigzki Jarnickiego-Pfluga o metrykach niezmienniczych powinna byé
tez chyba cytowana monografia Kobayashi. Warto by tez zchraé obszerniejsza literaturg o geo-
dezyjnych zespolonych. Oczywidcie autor mégt przyjaé zasade minimalistyczna: cytowaé tylko
to co konieczne, ale zwykle od rozprawy doktorskiej oczekuje sie aby byla do pewnego stopnia
“malg monografia” tematu i dlatego obszerniejsza literatura i wyjaénienia szerszego tla sa mile
widziane.

Autor powohije sig na pewne fakty zapewne powszechnie znane w grupie zajmujacej si¢ ta
tematyka, ale recenzent czasami miat trudnodci w znalezieniu ich uzasadnienia (np. na stronie 10
w ostatnim paragrafie autor pisze, ze brak prostych w bazie obszaru tubowego jest réwnowazny z
wiasnodcig taut tego obszaru — nie ma zadnego uzasadnienia ani odwotania do ksigzki, podobnie
na stronie 44 na samej gorze strony podaje bez referencji przyklady obszaréw zupelmych w
metryce Caratheodory’ego). Jesli autor odwoluje si¢ do ksiazki liczacej wiele stron (np. na
stronie 38 akapit powyzej Prop. 1.6.2), nalezaloby podaé¢ strone lub numer twierdzenia, do
ktdrego chcemy sie odwolaé .

Autor uzywa pojecia “zestawienie miar wektorowych” (np. str. 11 ostatni akapit), ale przeciez
jest dobrze ustalone pojecie miary wektorowej i je nalezaloby uzywaé. Podobnie Tw. 2.2.3 chyba
jest w istocie tzw. twierdzeniem Birkhoffa o tranzytywnosdci wige przynajmniej w jakiejé wersji
bylo znane przed pracami, ktére autor wymienia. Na stronie 31 jest uzywane oznaczenie “T.”,
ktére jak sie wydaje nigdy nie zostalo wprowadzone. Pewna konfuzje u recenzenta wywolalo
tez oznaczenic na str. 38 Aut(D) U {1}: co oznacza tu 1? W rozdziale zawierajacym przyklady
przydaloby sie wigcej rysunkéw. Recenzent uwaza, ze uzycie w rozprawie stowa “propozycja’
jako nagléwek pewnych twierdzen czy lematdw jest nietrafme: slowo to moim zdaniem jest
znaczeniowo zwiazane z czasownikiem “proponowad”, tymczasem autor twierdzi a nie proponuje,
ze co$ jest (a moze nie) prawdziwe. Wyczuwam tu wpltyw angielskiego “Proposition”, ktére
stownik PWN tlumaczy jako “twierdzenie”, “teza”, “teoremat”, podczas gdy ten sam stownik
ttumaczy polskie “propozycja” jako “proposal” lub “offer” co odpowiada mojej intuicji.

Te pare, w gruncie rzeczy drugorzednych, uwag krytycznych nie zmieniaja mojej bardzo dobrej
opinii o pracy. To kawal dobrej matematyki i dowdd wszechstronnej wiedzy doktoranta.

Podsumowujac: Praca zawiera rozwigzanie dwéch trudnych i interesujacych dla szerszego
grona matematykdéw probleméw matematycznych z dwéch dosé odleglych obszaréw ale czerpia-
cych z podobnego zakresu narzedzi. Prezentacja jest elegancka, dowody porzadnie zrobione,
jest to wigc bardzo dobra rozprawa doktorska (a wlasciwie dwie rozprawy). Autor dowidd}
duzej dojrzalodci matematycznej i szerokiej wiedzy a takze umiejetnodei rozwiazywania zlozonych
probleméw matematycznych. Powiem wiecej, dzieki dwoistogci rozprawy widaé, ze autor potrafi
zaréwno odkrywac¢ nowe twierdzenia jak i dowodzié hipotez. Biorac powyzsze pod uwage sadze,
ze rozprawa zastuguje na wyréznienie, no i oczywiscie rekomenduje dopuszezenie do dalszych
etapow przewodu doktorskiego na jej podstawie.
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