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Celem naukowym przedstawionej rozprawy jest wyznaczenie powigzan
pomiedzy rodzinami funkeji analitycznych oraz rodzinami wielomianow or-
togonalnych. Ogniwem taczacym te rodziny oraz odpowiadajace im kie-
runki badan jest uogoélniona funkcja Koebego. Klasyczna funkcja Koebego,
ktora jest funkcja ekstremalna dla wielu probleméw w klasie funkeji jed-
nolistnych i gwiazdzistych, doczekala sie w przeciagu ostatnich lat szeregu
uogolnienn (zob. [3, 5, 8, 11, 12]). W rozprawie definiujemy uogélniong
funkcje Koebego, wychodzac z postaci Gaspera [5].
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Zbadanie podstawowych wtasnosci funkceji k79 jest pierwszym problemem
badawczym rozwazanym w rozprawie. W Rozdziale 2. rozprawy przedsta-
wiamy geometryczny opis obrazu kota jednostkowego poprzez funkcje k74
dzieki wprowadzeniu dwéch parametrow otrzymujemy petng informacje
na temat zmian obrazu dla pelnego, dopuszczalnego zakresu parametrow.
Ponadto rozwigzane sg standardowe problemy ekstremalne dla £7¢, w tym
oszacowania modutu funkeji, wspétczynnikow, czesci rzeczywistej oraz uro-
jonej oraz wyznaczane sg promienie gwiazdzistosci 1 wypuktosci.

Uogdlniona funkcja Koebego, jak i odpowiednie klasy funkcji sa zwiazane
poprzez funkeje jadrowa z wielomianami typu Czebyszewa I rodzaju i II

rodzaju (T,(p, ¢;€9) 1 U,(p, q;€?)):
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gdzie 8 € [0,2x], —1 < p,g < 1. W Rozdziale 3. przedstawiamy szereg
podstawowych charakterystyk wielomianéw T}, (p, ¢; €?) i Uy (p, g; €) (réw-
nanie rekurencyjne, réwnanie réznicowe, ortogonalnosé, itp.) oraz roéwna-
nia taczace te dwa rodzaje wielomiandéw. Wyniki tej czesci rozprawy mozna
uznaé za wprowadzenie do badania wtasnosci klasy uogdlnionych funkeji
typowo-rzeczywistych. Niemniej jednak z perspektywy wielomianéw orto-
gonalnych stanowig one nowy obszar badawczy.

Calkowa reprezentacja Robertsona klasycznych funkcji typowo-rzeczywis-
tych zawiera funkcje jadrowa typu Koebego [9]. Przez analogie okreslamy
dwuparametrowg rodzine funkcji typowo-rzeczywistych 779 jako rodzine
funkeji analitycznych f, unormowanych warunkiem f(0) = f'(0) —1 =0,
postaci
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gdzie p(0) jest miarg probablistyczna na przedziale [0, 27]. Odpowiednio
zdefiniowana jest dwuparametrowa rodzina funkeji Caratheodory’ego PP,
Dowolny rozktad parametréw p, g pozwala na wyznaczenie geometryczne]
wlasnosci klasy 774, ktora staje sie pomostem taczacym funkcje syme-
tryczne wzgledem osi rzeczywistej (klasyczne typowo-rzeczywiste) 1 syme-
tryczne wzgledem osi urojonej. Oznacza to, ze TP? jest rodzing funkeji
symetrycznych wzgledem dowolnej prostej przechodzacej przez poczatek
uktadu. W Rozdziale 4. prezentujemy wspomniane wyniki jak réwniez
szczegdtowe wlasnosci tak okreslonych rodzin funkeji. Jednym z wazniej-
szych probleméw w klasie 777 jest wyznaczenie obszaru lokalnej jedno-
listnoéci oraz promienia jednolistnosci, gdyz funkcje typowo rzeczywiste w
ogdlnosci nie sy jednolistne. Problem ten jest rozwigzany przy wykorzy-
staniu metody punktéw ekstremalnych.

Ponadto, w Rozdziale 4. wyznaczone sg oszacowania wspolczynnikow
oraz modulu funkcji f € TP1. 7 ostatnim problemem wiaze si¢ hipoteza
wspoélezynnikowa, postawiona w 1960 roku przez Zalcmana. Hipoteza ta
wzbudziala szerokie zainteresowanie gdyz implikuje hipoteze Bieberbacha
(wtedy jeszcze nierozwigzang). Brown and Tsao [2] wykazali prawdziwosé
hipotezy Zalcmana dla funkeji gwiazdzistych i typowo-rzeczywistych. W
odpowiedniodci do niej Ma [7] sformutowal uogélniong hipoteze Zalcmana
i wykazal jg dla funkcji jednolistnych o rzeczywistych wspotczynnikach.
Rozwigzanie tej hipotezy w klasie 779 jest przedstawione w Rozdziale 4.
W dowodzie wykorzystujemy zaleznosci uzyskane poprzez zwiazki z wielo-
mianami ortogonalnymi U, (p, ¢; €”), mianowicie dla f € 774, mamy
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Uzyskane wyniki sg doktane, w rozprawie podajemy funkcje, dla ktorych
realizowane sg réwnosci.

Pewna modyfikacja uogdlnionej funkeji Koebego i zadanie jej jako funkceji
tworzacej prowadzi do uogdlnionych wielomianow Meixnera-Pollaczka, tzw.
GMP (Generalized Meixner-Pollaczek) P (x;6,1) zmiennej rzeczywistej x
(A>0,0€(0.7), ¥ €R)
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Analiza wlasnosci wielomianéw GMP jest kolejnym zadaniem podjetym w
pracy. W Rozdziale 5. przedstawiamy podstawowe charakterystyki GMP,
w szezeghlnosel rownanie rekurencyjne, rownanie roznicowe, wzér expli-
cite oraz dowodzimy ortogonalnoéci tych wielomianéw. Badane sa réwniez
szezegolne przypadki doboru parametrow, prowadzace m.in. do wielomia-
néw symetrycznych oraz przypadki graniczne.
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