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Praca doktorska pani magister Anny Tatarczak po$wiecona jest geometryczne) teorii funkeji
analitveznych. Poczgtek te) teorii dato klasyezne twierdzenie Riemanna o odwzorowaniu
konforemnym. Znaczacy wklad w rozwoj tematyki wniesli, miedzy innymi, Ahlfors, Alexander,
de Brange, Bieberbach, Kdebe, Littlewood, Lowner, Nevanlinna, Study.

Niech A bedzie klasg funkeji analitycznych w kole U = {z: |z| < 1}. Kazda funkcje [ € A
mozna przedstawic¢ w postaci
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Klase funkeji [ € A jednolistuych, z klasyeznym unormowaniem f(0) = 0, [(0) = 1 oznaczamy
praez S.o lunkeje [ € A nazywamy wypukta w (/ jezeli f(IV) jest zbiorem wypuklyvm. Mowimy.
ze zhior 1) ¢ C jest gwiazdzisty wzgledem punktu wy € D jezeli wraz z kazdvm punktem w ¢ 1
rowniez odeinek wogar zawiera sie w 1. Funkeje [ € A nazywamy gwiazdzista w [/ jezeli [(17)
Jest zbiorem gwiazdzistyin wzgledem punktu wy = 0. W 1913 roku Study podal nastepujace
kryterium wypuktodci. Funkcjo [ € A jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy

Re (1 + :-[fu) >0 (zeU, f'(z) #0).
J'(z)

Zbior funkeji wypuklveh f € S oznaczamy przez S W 1921 Nevanlinna otrzymal krvterium

gwiazdzistoscl funkeji. Funkcjo f € S jest gwiazdzista wiedy i tylko wtedy. gdy

Re (J{()) >0 (z € U, [(z) £ 0).

Zbior funkeji gwiazdzistych oznaczamy S*. Dla funkeji wypuklych i jednolistuych znane sq
nastepujace oszacowania.
Twierdzenie (Hayman W.K., Mullivalent functions, Cambridge Uniwersity Press 1958)
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Wiazystkie te nierownosci sa dokladne, a funkcja ekstremalng jest f(z) = = Dla funkeji
ewlazdzistych tatwo uzyskaé ponizsze oszacowanie wspotezynnikow.
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Twierdzenie (Hayman, W.K., Multwvalent functions, Cambridge University Press 1958)
Niech [(2) = z 4 apz® + ... bedzie jednolistng funkcjo gwiaZdzistq. Wowczas

la, <n (= 2.8,:.)

Oszacowanie to jest dokladne. Funkeja ekstremalng jest tu funkcja Koebego flz) = 755
W 1916 roku Bieberbach postawil hipoteze, ze powyzsze oszacowanie wspolezynnikow jest
shuszne rowniez w przypadku ogolnym funkeji analityeznych jednolistnych w kole jednostkowy.
W przvpadkach szezegolnyeh stusznosé tej hipotezy byla badana przez wiclu matematykow:
x| < 2 (Bieberbach, 1916), |asg| < 3 (Lowner, 1923), |aq| < 4 (Garabedian, Schiffer, 1955),
lag| < 6 (Pederson, Ozawa, 1968), |as| < 5 (Pederson. Schiffer, 1972). Wreszcie, w 1984 roku
de Brange udowodnil hipoteze Bieberbacha w przypadku ogolnym.

Rozdzial pierwszy pracy pani Anny Tatarczak ma charakter wstepny. Przedstawia, miedzy
innymi. whasnosei wielomianow ortogonalnych.

W rozdziale drugim badane sy wlasnodei uogolnionej funkeji IKoebego

Z
0= p)(L - q2)
W twierdzeniu 2.1 pokazano, ze funkeja k,4(z) jest a—gwiazdzista w U. Ponadto, w

podrozdziale 2.2.2 zbadano obraz kola U = {z : |z] < 1} przez odwzorowanie Koebego.
W rozdziale trzecim autorka za pomoca funkeji
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wprowadza wielomiany 7, (p, ¢ ') i ndowadnia ich ortogonalnosc.
W rozdziale czwartvin autorka wprowadza klasg funkeji 77,
Definicja 4.1 Symbolem TP oznaczamy klase wogdlnionych funkeyi typowo rzeczywistych,
okreslona joko klase funkep [ € A i posiadajgeych reprezentacje cathowq
1 Z
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gdzie p(l) oznacza miare probablistyczng na przedziale [0, 27]. Dla tej klasy autorka otrzymala

dokladne oszacowanie wspolezynnikow a, (f(z) =3 0" g a,2")
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nlpl*=" jezeli p| = [gl.
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jesli pg < 0. Rezultat ten otrzymano z zastosowanient wiclomianow ortogonaluych U, (p,¢: ¢
gdyz jeshi f € 7™, to

Funkeja ekstremalna w tym przypadku to f(z) =

1 w20 )
= ‘-—-/ [ ilp, g, e)db.
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Udowodniono takze nastepujace twierdzenie.
Twicrdzenie 4.5 Niech —1 < p,g < 1 oraz niech [ € T bedzie postaci (1). Wiedy
jnt+1
(Ip] + Ja) 2t (] £ gl
2(n -+ 1)|p|" dla |p| = |q|.
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Ponadio.
| — paan| < |p|"™ + g™ (0 € NU{0}),

gdzie przyjmujemy ag = 0. a; = 1. Oszacowania sg doktadne, rownosct osiggane dla funkc
kpq(2).

R(mlyial pialy autorka poswiecita uogolnionym wielomianom Meixnera-Pollaczka (GMP) -
PMa; 0,
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gdzie o, p € R, A > 0, 0 € (0, 7). Zaprezentowala ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie 5.2 Niech P, = 0. Wielomiany P} = PNx:;0,v) posiadajg nastepujoee

wlasnosci
a) P spetniajg wzdr rekurencyjny

=1,  nP=[(A—in)elH(Ain)e¥+(n=1) (P +e¥) P — (2A+n—2)e T P (0 2 1);

b) P dane sq wzorem

: (A A =2 s
P (:0,%) = MGZ - (n --j)’ i) 1 gii(v—0) (n e NU{0});
3=0

¢) P majg postud hipergeometryczng
nIPA(z:0,9) = (2A)ne Fy(—n, A + iz, 23; 1 — =)
() funkcja y(x) = PMw;0.4) spelnia réwnanie rdznicowe
V(N —iz)y(x + 1) + [iz(e¥ + %) — (n+ M) (e — ™)y(z) — e (N + ix)y(a — i) = 0.

Ponadto, w rozdziale piatym udowodniono ortogonalnosé wielomianow P2 (x;60.1)).

Uwagi:
1. Rozdzial 3, strona 45. W Uwadze 3.2 autorka twierdzi, ze w przyvpadko p = ¢ — 11

0 ¢ |0, 27] wielomiany T,(p, q;€’) sprowadzaja sie do wielomianow Czebyszewa
ierwszego rodzaju. W jaki b? Wiel Czebyszew rykly

pierwszego rodzaju. W jaki sposab? Wielomian Czebyszewa jest zwyklym

wielomianem, zas T,(p, q;€'’) wielomianem trygonometrycznym. Stad ani wielomiany

T (p. q: e??) ani wielomiany U, (p. q; e?) nie sa uogdlnieniami wielomiandw Czebyszewa
n\Ps ) n 5 2
pierwszego 1 drugiego rodzaju.

2. Rozdzial 3. strony 50,51,52. Nie rozumiem dlaczego autorka zastosowala tu calke
NLEOZNACZON .

Uwagi drobne:

L. Strona 7, linia -5. Zamiast "116 titles” powinno by¢ '161 titles’.

o

Strona 8, linia -3. Zamiast '{z € C: |z| = r} powinno by¢ {z € C: |z - z| =}
3. Strona 9, linia 9. Zamiast " f(V)(z,)’ powinno by¢é * ™ (0).

4. Strona 22, linia 10, Zamiast 'm and n’ powinno byé m and m’.



5. Strona 25, linia -6. Zamiast 'cos(z)” powinno by¢ 'cos ',

«

6. Strona 30, linia 8. Zamiast (1 — a’ powinno byc (1 — a)’.
7. Strona 34. linia -9. Svinbol "+’ nie zostal okreslony.
LH)

8. Strona 44. Nie jest jusne dlaczego autorka stosuje oznaczenie U, (p.q:e"™) zamiast

Un(p,q:6).

9. Strona 59. We wzorze (4.7) "o’ powinno by¢ zmienione na ¢,

N

10. Strona 62, linia -5. Powinno by¢ najpierw <, a potem '==".

93

L1. Strona 63, lina 2. Suma ">, A Bi[?” nie powinna wystepowac dwukrotnie.

12. Strona 67. W twierdzeniu 4.11 symbol "u(e)’ nie jest okreslony.
13. Strona 68, linia -8. Nie jest jasne jaka role w lemacie 4.13 pelni funkcja *5(z, )

Podsumowanie
Pani Anna Tatarczak w swojej pracy za pomocy uogolnionej funkeji K oebego wprowadzila
kilka ukladéw wiclomianow ortogonalnych oraz klas funkeji. Otrzymala dla tych klas szereg,
doktadnveh oszacowali. Sa to nowe wyniki. Przedstawione w pracy rezultaty zostaly
opublikowane w czterech artykulach. Powstaly rowniez trzy inne artykuly przedtozone w
czasopismach naukowych. Moim zdaniem rozprawa magister Anny Tatarczak spelnia wymogi
ustawowe stawiane pracom doktorskim i zastuguje na dopuszezenie do publiczne] obrony.
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