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Recenzja pracy doktorskiej mgra Tomasza Warszawskiego
“Wariacje na temat twierdzenia Lemperta”

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska zostala napisana w Instytucie Matematyki
Uniwersytetu Jagielloniskiego w Krakowie, pod kierunkiem Prof. Wlodzimierza Zwonka,
oraz promotora pomocniczego dra Lukasza Kosiriskiego. Praca, o diugoéci 110 stron,
sklada si¢ ze Wstepu, trzech gtéwnych rozdzialéw oraz Dodatku. Dotaczony jest Spis
symboli oraz Bibliografia (71 pozycji).

Z grubsza biorac, praca dotyczy geometrycznych probleméw w Analizie Zespolone;j.
Giéwne wyniki pracy zawarte sa w trzech rozdzialach:

Rozdzial 1. Obszary semitubowe
Rozdzial 2. (Slabe) m-ekstremalne i m-geodezyjne

Rozdzial 3. Twierdzenie Lemperta

Oméwig gléwne wyniki z kazdego z trzech rozdzialéw.

Omoéwienie wynikéw z Rozdziatu 1: Obszary semitubowe
Niech z1, ..., 2, beda wspdirzednymi w przestrzeni zespolonej C”, gdzie
Za=Rezo+ilmzy =24+ 1y, a=1,...,n.

W przypadku gdy n = 2 oraz gdy B jest podzbiorem w R3, zbiorem semitubowym
nazywanwy
Sp:={2€C?: (2,Rez) € B},

co utozsamia si¢ z B x R C R*. Zbidér B jest nazywany bazg i méwimy, ze Sz jest
zbiorem semitubowym nad B.

W tym rozdziale udowodnione sa dwa gléwne twierdzenia, mianowicie
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Twierdzenie 1.1.2. Niech Q C R® bedzie obszarem takim, e obszar semitubowy Sac)
Jjest pseudowypukty dla kazdej izometrii A przestrzeni R3. Wowczas Q jest wypukty.

oraz

Twierdzenie 1.1.3. Dowolny pseudowypukty obszar semitubowy mozna wyczerpaé C*°-
gtadkimi silnie pseudowypuklymi obszarami semitubowyms.

Twierdzenie 1.1.2 jest uogélnieniem wezesniej znanego w literaturze twierdzenia, mia-
nowicie opuszczone jest zatozenie o gltadkosci (klasy C?) brzegu obszaru. Dowdd tego
twierdzenia przedstawiony w rozprawie jest bardzo ciekawy, wykorzystuje odpowiedniodé
migdzy obszarami semitubowymi i obszarami Hartogsa-Laurenta zadana przez odwzo-
rowanie

IT: C® 3 (21,22) = (21,€™) € C x (C\ {0}).

Przypuszczajac, ze §) nie jest wypukly, po pewnych geometrycznych rozwazaniach do-
prowadza si¢ do sprzecznosci z Kontinuitétssatz.

Dowdd Twierdzenia 1.1.3 jest w miare standardowy, mianowicie jesli D jest obszarem
semitubowym, bierzemy u: = — log dist(-, 0D) funkcjg plurisubharmoniczna, ktéra regu-
laryzujemy za pomocg splotu z funkcjami radialnymi. Po pewnych standardowych
krokach otrzymujemy wypelnienie obszaru D przez C*-gladkie silnie pseudowypukle
obszary semitubowe.

Roéwniez w Rozdziale 1 postawione jest pytanie zwiazane z Twierdzeniem 1.1.2, mia-
nowicie,

Jesli D C C" jest obszarem spetniajacym warunek ze dla kaidej rzeczywistej izometrii A
Yy 9
przestrzens C" obszar A(D) jest pseudowypukly, czy wynika stad, ze D jest wypukly?

Zagadnienie to jest nietrywialne dla n > 2 i okazuje sig, ze odpowiedZ jest negatywna,
pokazana w

Propozycja 1.3.6. Niech n > 2. Wowczas istnieje niewypukly obszar D C C" taki, ze
obszar A(D) jest pseudowypukty dla kaidej rzeczywistej izometris A w C™.

Dowdéd tej Propozycji jest krétki ale bardzo ciekawy, definiuje sie konkretny wielomian

u(z) = %(aﬁ +... 422 | —axd), (a € (0,1)]),

1 uzywajac wlasnosci multisubharmonicznosei (analogon funkeji plurisubharmonicznych
w sytuacji rzeczywistej) funkcji u, dla m = 2n otrzymuje sie ze zbiér

D={zeC": u(z) <1}

[V

nie jest wypukly.
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Omoéwienie wynikéw z Rozdzialu 2: (Stabe) m-ekstremalne
1 m-geodezyjne

Giéwne rozwazania w tym rozdziale dotyczg tzw. stabych m-ekstremalnych, m-ekstremal-
nych i m-geodezyjnych. Dwa pierwsze pojecia zostaty wprowadzone ostatnio, w roku
2013, przez J. Agler, Z.A. Lykova i N.J. Young [ALY13], jako narzedzie pomocnicze
do badania pewnych probleméw interpolacyjnych. W rozprawie doktorskiej, pojecia te
zostaly uzyte w geometrycznej teorii funkcji. Pojecia te uogdlniaja definicje wprowa-
dzone przez Lemperta w przypadku m = 2.

Podamy definicje (stabej) m-ekstremalnej, m-geodezyjnej, jako ze sa to gléwne pojecia
uzywane w Rozdziale 2.

Niech A1,...,Ap € D ={XA € C : |\ < 1} beda parami réznymi punktami. Odwzo-
rowanie holomorficzne f : D — D nazywamy stabg m-ekstremalng dla Ay, ..., Ay jesli
nie istnieje & € O(D, D) takie, ze h(\;) = f();), j = 1,...,m. Jesli powyzszy warunek
Jest spelniony dla kazdego wyboru Ay, . .., Ay, méwimy, ze f jest m-ekstremalng. Odwzo-
rowanie f € O(D, D) okreslamy m-geodezyjng, jezeli istnieje F € O(D, D) takie, ze Fo f
jest niestatym iloczynem Blaschkego stopnia co najwyzej m — 1.

Gléwne wyniki w tym rozdziale dotycza wlasnosci powyzszych poje¢ dla réznych typow
obszaréw:

(i) ptaskich, tzn. obszaréw w C;

(ii) quasi-zbalansowanych obszaréw pseudowypuklych, tzn. zbioréw niezmienniczych
wzgledem mnozenia wspéirzednych przez _potegi A, mianowicie D C C7,
z€D= (A\Mz, ..., \z) e D, dla ) € D;

(ili) elipsoid zespolonych, E(p) = {z € C™ : |21|*P* + ... + |2, [~ < 1},
gdzie p= (p1,...,pn) € RYy;

(iv) kul euklidesowych B,,.

Przytocz¢ tu tylko niektére wyniki. Jednym z gléwnych probleméw jest dla jakich
obszaréw staba m-ekstremalna jest albo m-ekstremalna lub m-geodezyjna. Z prac Lem-
perta [Lem81], [Lem82] odpowiedZ jest pozytywna dla obszarow wypuklych gdy m = 2.
Co sig dzieje gdy m > 37 Tu odpowiedz jest bardziej skomplikowana. W Propozycji
2.4.3 podany jest konkretny przyklad, mianowicie

F) (@™ (1-a)d™ ), deD, m>3,0<a<]l,
Jest m-ekstremalng, ale nie m-geodezyjng dla elipsoidy £(1/2) C C2.
Ciekawy jest réwniez wynik o réwnowaznosci stabej m-ekstremalnosci i m-ekstremalnogci

oraz podajacy konkretna forme odwzorowai dla elipsoid & (py), sformutowany w Propozy-
cji 2.4.13 (dos¢ dhugie sformulowanie, dlatego tu pominiemy).
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Przykladem wypukiym, dla m > 4, jest jednostkowa kula euklidesowa B,, n > 2,
udowodnione to zostalo w [KZ14]. W rozprawie udowodniony jest brakujacy przypadek
dla m = 3,

Twierdzenie 2.5.8. Dowolna 3-ckstremalna w B, jest 3-geodezyjng.

Omoéwienie wynikéw z Rozdzialu 3: Twierdzenie Lemperta

Trzeci rozdzial, najdiuzszy - okolo 50-ciu stron, zawiera szczegélowy dowéd twierdzenia
Lemperta dla obszaréw silnie liniowo wypuklych. Choé, jak pisze autor (str. 6), “idea
dowodu nalezy catkowicie do L. Lemperta”, ale uwazam, ze mgr Tomasz Warszawski
uzyskal dodatkowe ciekawe wyniki, ktére nie wystgpowaly we wezesniejszych pracach,
np. dla obszaréw klasy C2.

Poniewaz gtéwne wyniki w tym rozdziale dotyczg obszaréw (silnie) liniowo wypuktych,
zdefiniujemy to pojecie.

Definicja 3.1.7. Niech D C C" bedzie obszarem. Okre§lamy D mianem linjowo
wypuktego (odp. stabo liniowo wypuklego), jesli przez dowolny punkt a € C*\ D (odp.
a € OD) przechodzi (n — 1)-wymiarowa hiperplaszczyzna zespolona rozlaczna z D.

Obszar D jest silnie liniowo wypukly, gdy
(a) D jest klasy C2,

(b) istnieje funkcja r definiujaca D taka, ze

, a€dD, X €T D(a),

Z grubsza biorgc, dla obszaru zachodzi twierdzenie Lemperta jegli mamy réwnos¢ wszyst-
kich pseudoodlegtosci i/lub pseudometryk holomorficznie kontraktywnych. Pierwsze wy-
niki, oryginalnie pochodzace od L. Lemperta z lat 1981 - 1984, sa dla klasy obszaréw
silnie wypuktych (standardowa geometryczna wypuklo$é), wypuktych, silnie liniowo wy-
puklych z brzegami R-analitycznymi. Réwniez sa prace dla innych klas obszaréw.

Autor rozprawy otrzymat twierdzenie Lemperta dla silnie liniowo wypuklych obszaréw
ograniczonych z brzegiem klasy C?, mianowicie

Twierdzenie 3.1.13. Niech D C C", n > 2, bedzie ograniczonym obszarem silnie
lintowo wypukltym. Wiéwczas

cp = {p, YD = #p,
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gdzie cp, {p, Yp, #p sq¢ pseudometrykami w obszarze D.

(Up jest funkcjg Lemperta, cp pseudoodlegtoscig Carathéodory’ego, »p pseudometrykg
Kobayashiego-Roydena, vp pseudometrykg Carathédory’ego-Reiffena.)

Inne wazne twierdzenie (Twierdzenie 3.1.20, sformulowanie jest dluzsze i bardziej
techniczne) dla obszaréw silnie liniowo wypuktych D € C*, n > 2, podaje charakteryza-
cje kiedy odwzorowanie holomorficzne f : D — D jest odwzorowaniem ekstremalnym.

Podsumowanie

Praca jest zredagowana starannie, we Wstepie przedstawione sa gtéwne wyniki, gtéwna
czedé pracy zawarta jest w trzech rozdzialach 1 - 3, a na koricu jest zamieszczony
Dodatek, w ktérym omdéwione sg rézne pojecia uzywane w pracy. Oprécz gléwnych
wynikéw w rozprawie udowodnionych jest wiele lematéw i propozycji, niektére bardzo
ciekawe, otwierajace mozliwoé¢ dalszych badan (na koricu Rozdziatu 2 podana jest lista
probleméw). Tematyka pracy doktorskiej jest trudna, wymagajaca dobrej znajomosci
zaréwno analizy zespolonej jednej jak i wielu zmiennych. Pan mgr Tomasz Warsza-
wski pokazal, ze jest bardzo dobrze zaznajomiony z trudnymi pojeciami, znakomicie
sobie radzi z dowodami wymagajacymi ciekawych pomystéw jak réwniez ma opanowane
techniki rachunkowe.

Wymienig¢ gléwne kryteria i zalecenia wynikajace z ustawy o stopniach naukowych:

“Rozprawa doktorska, przygotowywana pod opiekg promotora albo pod opiekq promotora i
promotora pomocniczego, o ktérym mowa w art. 20 ust. 7, powinna stanowic¢ oryginalne
rozwigzanie problemu navkowego lub oryginalne dokonanie artystyczne oraz wykazywaé
0gdlng wiedze teoretyczng kandydata w danej dyscyplinie naukowej lub artystycznej oraz
umiejetno$é samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub artystycznej.”

Uwazam, ze rozprawa doktorska spelnia z nawiazka wszystkie wyzej wymienione kryte-
ria. Tym samym wnosze o dopuszczenie magistra Tomasza Warszawskiego do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.
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