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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgra Tomasza Warszawskiego
zatytulowanej
”Wariacje na temat twierdzenia Lemperta”.

Pan mgr Tomasz Warszawki przedstawil prace doktorsks zatytulowang
”Wariacje na temat twierdzenia Lemperta”. Jest to praca z analizy zespolone]
wielu zmiennych, doktadniej z geometrycznej teorii funkcji. Nalezy podkre-
sli¢, ze doktorant jest autorem lub wspétautorem 3 prac naukowych. Pierwsza
[3] napisana wraz z dr b.. Kosinskim, ktéry jest promotorem pomocniczym
w tym przewodzie, ukazala sie w Ann. Pol. Math, druga [4], wspdlna z dr.
Kosinskim i prof. dr hab. W. Zwonkiem, promotorem tej rozprawy, zostala
przyjeta do druku w Adv. Geom. Pan mgr Warszawski jest takze autorem
preprintu, Some remarks on m-extremals and m-geodesics, ktéry jak sadze
zostanie takze przedstawiony do druku.

Recenzowana praca doktorska zwigzana jest z bardzo waznym w anali-
zie zespolonej problemem poréwnania na zadanym obszarze holomorficznie
kontraktywnych pseudoodlegtosci i pseudometryk. Stynne twierdzenie Lem-
perta moéwi, ze dla pewnych obszaréw (silnie wypuktych, wypuktych i (niepta-
skich ograniczonych) silnie liniowo wypuktych z brzegami R-analitycznymi)
wszystkie holomorficznie kontraktywne pseudoodlegtosci i pseudometryki sa
réowne. Podkreslmy w tym miejscu, ze Pan mgr Warszawski w swojej pracy
uogolnit ten wynik dla obszaréw silnie liniowo wypuklych o brzegu klasy
C?. Jest to niewatpliwie wazny i naturalny wynik. Z jednej strony nale-
zalo przypuszczac¢, ze, jak czesto bywa w analizie zespolonej, zalozenie R-
analitycznosci brzegu mozna ostabic¢, z drugiej jednak, co zdecydowanie nale-



zy podkresli¢, L. Lempert nie udowodnit twierdzenia dla obszaréw z brzegiem
klasy C?2. Dlatego miedzy innymi oceniam wysoko recenzowana prace.

Praca doktorska mgra Tomasza Warszawskiego sprawia naprawde dobre
wrazenie. Jest to w pewnym sensie relacja z pola bitwy. Autor zadaje wie-
le naturalnych i bardzo aktualnych w swietle badan nad pseudometrykami
1 pseudoodlegtosciami pytan i konsekwentnie na nie odpowiada. Bardzo po-
zytywne oceniam tez zakres stosowanych metod. W pracy z jednej strony
pojawiaja sie iloczyny Blaschkego, z drugiej przestrzenie Sobolewa. Widaé,
ze Autor jest specjalista w dziedzinie, ktérg sie zajmuje. Wielokrotnie, cel-
nie powotuje sie na wyniki uzyskane przez innych matematykéw. Stuzy mu
to jako motywacja do badan lub dostarcza metod dowodzenia twierdzen. W
dalszej czedci recenzji omowie bardziej szczegdtowo wyniki uzyskane przez
mgra Warszawskiego.

Recenzowany doktorat sktada sie z trzech wlasciwych rozdzialéw oraz Do-
datku, w ktérym Autor przypomina wazne z punktu widzenia studiowanych
przez siebie problemoéw wyniki. W rozdziale pierwszym Autor bada obszary
semitubowe. Pokazuje, ze jezeli obszar semitubowy S(q) jest pseudowypu-
kty dla kazdej izometrii A przestrzeni R?, to Q jest wypukty. Twierdzenie
to motywowane jest twierdzeniem Bochnera dla obszaréw tubowych. W po-
rownaniu z wynikami uzyskanymi dla obszarow semitubowych przez J. M.
Burguésa i R. J. Dwilewicza [1] Autor nie zaklada gtadkosci obszaru. W
rozdziale pierwszym pokazane jest takze, ze dowolny pseudowypukty obszar
semitubowy mozna wyczerpa¢ C*°-gtadkimi silnie pseudowypuktymi obsza-
rami semitubowymi. Dowod pierwszego faktu opiera sie na istnieniu, wtedy,
gdy €2 nie jest wypukly pewnego specjalnego wielomianu i sprowadza sie
do Kontinuitatssatz. W rozdziale tym pokazano takze w jaki sposéb mozna
uprosci¢ rachunki w charakteryzacji pseudowypuktosci obszaréw semitubo-
wych nad torusami [1].

W rozdziale drugim badane sa pojecia m-ekstremalnych i m-geodezyjnych.
Obiekty te sa naturalnymi uogdélnieniami pojecia ekstremalnych i geodezyj-
nych wprowadzonych przez Lemperta. Pojecie m-ekstremalnej nalezy widzieé
przez pryzmat klasycznego problemu interpolacyjnego Picka, czy Nevanlinny-
Picka [10], [8], [9]. Juz sam zwigzek z tym waznym problemem czyni m-
ekstremalne naturalnym i ciekawym obiektem badan. Autor bada to poje-
cie w quasi-zbalansowanych obszarach pseudowypuklych oraz, co uwazam
za szczegOlnie interesujace w elipsoidach zespolonych. Ta klasa obszaréw juz
nie raz dostarczata waznych przyktadow i intuicji. Pokazane jest, ze istnieja
m-ekstremalne, m > 3, ktore nie sa m-geodezyjnymi, co jest interesujace w



swietle wynikéw Lemperta. Dalej Autor analizuje relacje stabych wersji tych
poje¢ z ich silnymi postaciami. Autor miedzy innymi przytacza przyktady
kolejnych obszaréw wypuktych, w ktérych staba m-ekstremalnosé implikuje
m-ekstremalno$é¢. To jest znowu motywowane wynikami Lemperta, zgodnie
z ktérymi staba 2-ekstremalna obszaru wypuktlego jest 2-geodezyjng. Cieka-
wy jest wynik i jego dowdd méwigcy, ze dowolna 3-ekstremalna w kuli jest
3-geodezyjna. Rozdzial drugi zamyka czes¢ poswiecona badaniu wtasnosci
brzegowych m-ekstremalnych. Autor miedzy innymi uzasadnia, ze staba m-
ekstremalna ograniczonego obszaru wypuktego D C C" jest prawie wtasciwa.
Fakt ten jest konsekwencja twierdzenia opisujacego wtasnosci brzegowe m-
ekstremalnych uzyskanego najpierw w pewnej wersji przez A. Edigariana i
P. Klisa [2].

Caly rozdzial drugi wyraznie pokazuje duzg bieglto$é mgra Warszawskie-
go w badanej tematyce. Duze wrazenie robi Jego elokwencja w tym zakresie.
Plynnie porusza sie miedzy wynikami uzyskanymi przez innych matematy-
kow, dodajac swoje interesujace obserwacje.

Trzeci rozdzial zawiera szczegdtowy i nietatwy dowdd twierdzenia Lem-
perta dla obszaréw silnie liniowo wypuklych. Co prawda, jak sam Autor
podkresla idea dowodu pochodzi od Lemperta, wktad mgr Warszawskiego
jest istotnie wiekszy niz tylko powtdérzenie argumentéw Lemperta. Przede
wszystkim uzyskal on wynik przy stabym zalozeniu, ze brzeg jest klasy C?.
Juz sam ten fakt czyni udowodnione twierdzenie waznym i ciekawym. Warto
podkresli¢, ze zastosowana metoda polega na badaniu geometrii obszaréw
w otoczeniu brzegéw odwzorowan stacjonarnych. To pozwala na lokalizacje
wynikéw, co wydaje sie by¢ interesujace samo w sobie. Inny ciekawy aspekt
dowodu, na co wskazuje sam Autor, to fakt, ze wtasnosci brzegowe bada-
nych obszarow wyrazone sa w jezyku funkcjonatu Minkowskiego. Rozdziat
trzeci znowu wskazuje na wazny element charakteru matematycznego mgra
Warszawskiego. Dobrze porusza sie on wykorzystujac metody réznych dzia-
tow matematyki. Przyktadem sg juz wspomniane przeze mnie przestrzenie
Sobolewa.

Warto podkresli¢ starannos¢ przygotowania rozprawy. Jest ona napisana
dobrym matematycznym jezykiem. Nie znalaztem zadnych usterek. Jedynym
mankamentem pracy jest pewna maniera polegajgca na uznawaniu pewnych
faktow za zbyt proste do uzasadnienia. Moim zdaniem w doktoracie dowo-
dzone powinno by¢ wszystko. Nie zmienia to jednak pozytywnego wrazenia
jakie wywiera praca.

Podsumowujgc, uwazam rozprawe przedstawiong przez mgra
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Tomasza Warszawskiego za dobrg i ciekawg prace doktorskg. Dowo-
dzi ona duzej dojrzatosci matematycznej Autora, sporej elokwencji.
Jak juz pisalem jest on specjalista w dziedzienie, ktorg sie zajmuje.
7Z pewnoscig speilnia ona wymagania stawiane rozprawie doktor-
skiej. Z przekonaniem, w zwigzku z tym, wnioskuje o dopuszczenie
mgra Tomasza Warszawskiego do dalszych etapéw postepowania
doktorskiego.

e

ichal Jadiczak
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