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Rozprawa doktorska mgra Filipa Sokolowskiego dotyczy problematyki minimalnych
projekcji w przestrzeniach unormowanych.

Oznaczmy przez P(X, V) rodzine wszystkich projekcji przestrzeni unormowanej
X na podprzestrzern V. Liczbe A(V,X) := inf{||P| : P € P(X,V)} nazywa si¢
relatywna stala projekcji P. Projekcje P, € P(X, V) nazywa sie minimalna, jezeli
5] = AV, X). Statg A(V) := sup{M(V,X) : V jest podprzestrzenig X} nazywa
sie absolutng stala projekcji.

Za poczatek teorii projekcji minimalnych mozna uznaé twierdzenie FLozinskiego
z 1948 roku o minimalnosci klasyczne] projekcji Fouriera z przestrzeni C(2m) na
podprzestrzen wielomianéw trygonometrycznych stopnia co najwyzej n. W 1981
roku Fischer, Morris i Wulbert wykazali, ze projekcja Fouriera jest jedyna. Wiele
zastosowan projekcji zwigzanych jest z analizg numeryczng oraz teoria aproksymacji,
gdzie P(z) moze by¢ rozwazane jako aproksymacja z w V', co jest SciSle zwiazane z
nieréwnoscig Lebesgue’a: ||z — P(z)|| < ||[Id — P|| dist(z, V). Do kregu zagadnien
dotyczacych problematyki minimalnych projekcji nalezg istnienie, jedynosé, wzory
na projekcje minimalne oraz oszacowanie statych A(V, X).

Rozprawa doktorska mgr Sokolowskiego mieszczaca sig w tym nurcie badan
sklada sie ze Wstepu i1 pieciu rozdziatow. W przejrzyscie napisanym i mocno os-
adzonym w literaturze Wstepie Autor zamieszcza podstawowe pojecia i ich wias-
no$ci wykorzystywane w dalszej czesci rozprawy. Na szczegdlna uwage zasluguja
tutaj Twierdzenie 1.16 dotyczace interesujacych wlasnodel macierzy symetrycznych
i Twierdzenie 1.18 dotyczace projekcji P 1 Pp. Wyniki te sa wykorzystywane
w Rozdzialach 3 1 4. Ulatwia to bardzo lekture rozprawy.

Rozdzial 2 poswiecony jest badaniu minimalnych projekeji przestrzeni funkeji
ciaglych C(S) okreslonych na wielogcianie wypuktym S w przestrzeni R™, na pod-
przestrzen E funkcji afinicznych. Dla n = 2 problem ten byt rozwazany w 2005
roku przez Shekhtmanna i Skrzypka, gdzie autorzy stosujac operatory Chalmersa-
Metcalfa podali wzor na minimalng projekcje w zaleznosci od stosunku pol czterech
trojkatow wchodzacych w sklad czworoboku A As A3 A4 na plaszezyznie. Wykazano,
ze norma projekcji minimalnej jest maksymalna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
pola tych trojkatow sa rowne (czyli czworokat A3 AsAzA, jest réwnoleglobokiem)
oraz obliczono te norme. Mgr Sokolowski w Twierdzeniu 2.8 uogdlnia ten wynik
na dowolny wielogcian wypukly o n + 2 wierzchotkach w przestrzeni R™, gdy n jest
parzyste, bez stosowania operatora Chalmersa-Matcalfa. Znacznie trudniejszy przy-
padek nieparzystego n jest rozwazany w Twierdzeniu 2.9, gdzie Autor wyznacza



maksymalng norme minimalnej projekcji z C(S) na podprzestrzen E funkeji afi-
nicznych. Dowdd tego twierdzenia wymagal od Autora pomystowosci i pokonania
sporych trudnodci rachunkowych.

Pozostata czesé rozprawy poswiecona jest konstrukeji n-wymiarowych pod-
przestrzeni przestrzeni [ i1l (n < N) i wyznaczeniu projekeji minimalnych na te
podprzestrzenie oraz oszacowaniu absolutnych stalych projekcji. Nalezy podkreslié,
ze wyniki te uzyskane zostaly z wykorzystaniem komputera (przy ustalonych n < N),
wykorzystujac procedure zamieszezona we Wstepie. Tematyka ta jest kontynuacja
badani prowadzonych przez Koniga, Tomczak-Jaegarmann, Lewickiego, Skrzypka
i Shekhtmana.

W Rozdziale trzecim badane sg zwiazki migdzy réznymi stalymi projekcji )\ﬁfn
i AN gdzie MY == sup {\(V) : dimV = n, V C I¥}. Na szczegélng uwage zastuguja
tutaj Twierdzenia 3.3 1 3.4 oraz Wnioski 3.5 1 3.6. Ponadto Twierdzenie 3.12 pokazuje
ciekawe zaleznosdci pomiedzy dowolnymi statymi projekeji o tym samym N.

W Rozdzialach czwartym i pigtym uzyskano oszacowania od dotu statych )\]NV_Q
i Aﬁﬁg oraz oszacowanie tych stalych dla N dazacego do nieskonczonosei. W Twierdze-
niu 4.7 dla N podzielnego przez 3 oraz n = N — 2 uzyskano jawne postacie projekeji
minimalnych Py z przestrzeni lo‘“‘; na W oraz Pp z przestrzeni l‘f‘r na W oraz wyznac-
zono normy tych projekcji : ||Pw || = ||Prl = 7/3 — 4/N. Ponadto, w Twierdzeniu
4.11 dla N podzielnego przez 3, N > 6, n = N — 2 wykazano, ze projekcje P 1 Pr
nie sa jedynymi projekcjami minimalnymi. W Twierdzeniu 5.4 dla N podzielnego
przez 6 oraz n = N — 3 pokazano, ze projekcje Py z I.’Q’O na W oraz Pp z Il na I sa
projekcjami minimalnymi oraz || Py || = || Pr|| = Y33 —6/N. W koticu, Twierdzenie
5.8 pokazuje, ze Py 1 Pr nie sg jedynymi projekcjami minimalnymi. Nalezy pod-
kresli¢, ze dowody uzyskanych tutaj wynikéw sa trudne technicznie i wymagaly od
Autora stosowania zaawansowanych technik i glebokich wlasnosci teorii macierzy.

Rozdzial széstym poswiecony jest oszacowaniu od dotu stalych AY i AN dla
pewnych ni N.

Rozprawe konczy spis literatury zawierajacy 39 pozycji, w tym najnowsze prace
i monografie dotyczace problematyki projekeji.

Reasumujac uwazam, ze tematyka ocenianej pracy doktorskiej mieSci sie
w waznym nurcie teorii operatoréw na przestrzeniach unormowanych a otrzymane
wyniki nawigzuja do najnowszych badan prowadzonych obecnie w tej dziedzinie.
Opiniowana rozprawa jest obszernym, interesujagcym i nietrywialnym wkladem do
teorii projekcji minimalnych. Autor dobrze opanowal trudne i subtelne techniki
dowodowe 1 wykazal sie znajomosciag skomplikowanych zaleznogci migdzy réznymi
wlasnodciami projekcji.

Rozprawa jest bardzo przejrzydcie 1 starannie zredagowana. Autor doskonale po-
radzil sobie z prezentacja duzej liczby pojeé, oznaczen oraz skomplikowanych rozu-
mowari. Nie zauwazylem istotnych usterek jezykowych i redakcyjnych.

Uwazam, ze rozprawa doktorska mgra Filipa Sokotowskiego w pelni odpowiada
warunkom okreg§lonych w Ustawie z dnia 14 marca 2003 roku o stopniach naukowych
i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki. Wnioskuje o dopuszcze-
nie mgra Filipa Sokotowskiego od dalszych etapéw przewodu doktorskiego. Ponadto,
biorgc pod uwage wymienione wyzej walory rozprawy wnioskuje o jej wyrdznienie.
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