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Tytut rozprawy: Dynamics of perturbations of three-dimensional Anti-de Sitter spacetime

Streszczenie

Crzasoprzestrzenie typu anty-de Sittera (AdS) zaczety odgrywaé bardzo wazna role w fizyce
teoretycznej za sprawa korespondencji AdS/CFT [I] postulujacej dualnosé pomiedzy super-
grawitacja w przestrzeni AdS x M (M - zwarta rozmaitosé¢) a konforemna teorig pola (CET).
Stanem podstawowym w tych teoriach jest przestrzenn AdS, czyli maksymalnie symetryczne
rozwigzanie prozniowych réwnan Einsteina z ujemng statg kosmologiczna A. Problem sta-
bilnosci przestrzeni AdS pozostaje nierozwigzany i stanowi jeden z wazniejszych otwartych
probleméw w Ogoélnej Teorii Wzglednosci. Analogiczny problem dla przestrzeni Minkow-
skiego (rozwiazanie z A = 0) zostal rozstrzygniety przez Christodoulou i Klainermana [2], a
dla przestrzeni de Sittera (A > 0) przez Friedricha i Anderssona [3]. Jednak w przypadku
przestrzeni AdS mechanizm decydujacy o jej (nie)stabilnodci nie jest dobrze poznany, dlatego
szczegOlnie wazne jest badanie dynamiki asymptotycznych przestrzeni AdS. W takich bada-
niach pomocne sg numeryczne symulacje, ktére moga utatwi¢ poznanie tego mechanizmu i
umozliwi¢ postawienie hipotezy.

Praca przedstawia wyniki badan nad skalarnymi zaburzeniami tréjwymiarowej czaso-
przestrzeni anty-de Sittera. Trzy jest wymiarem krytycznym dla réwnan Einsteina i teoria
grawitacji w tej liczbie wymiar6w ma pewne nieoczekiwane wlasnosci odrézniajace ja od teo-
rii w wyzszych wymiarach. Jedna z tych wlasnosci jest istnienie skoriczonego progu energii
na powstanie czarnej dziury. W zwigzku w tym mozemy podzieli¢ zaburzenia na trzy grupy:
zaburzenia powyzej tego progu, ktoére moga utworzy¢ czarna dziure, zaburzenia ponizej,
ktore nie moga utworzy¢ czarnej dziury oraz zaburzenia lezace doktadnie na progu.

W Rozdziale 1 pt. ,Introduction” krétko omawiam maksymalnie symetryczne prézniowe
rozwigzania rownan Einsteina. Rownania Einsteina stanowia wspotczesny opis teorii grawi-
tacji. W tej teorii czasoprzestrzen jest rozmaitoscia rézniczkowa z lorentzowska metryka gq»,
ktora spetnia réwnania

1
Rab - igabR + Agab = 87TTab7

gdzie Ry, jest tensorem Ricciego, R skalarem Ricciego, A stata kosmologicza a T, tensorem
energii-pedu. Z fizycznego punktu widzenia, najwazniejsza jest teoria w czterech wymiarach
(trzy wymiary przestrzenne + czas), jednak inne wymiary réwniez odgrywaja znaczaca role
w wielu teoriach fizycznych i ich badanie jest nie mniej wazne.

Naturalnym kontekstem dla dyskusji rownan Einsteina jest kontekst nieliniowych réwnan
rozniczkowych czastkowych. Dlatego jednym z mozliwych sposobéw badania rozwigzan jest
rozwiazywanie problemu Cauchy’ego. W ogélnosci, rozwiazania takich rownan moga wybu-
cha¢ w skonczonym czasie lub pozostawaé¢ regularne. W pierwszym przypadku interesujace



jest jaka jest natura powstalych osobliwosci, a w drugim jaka jest asymptotyka rozwigzan
przy t — oo. Ze wzgledu na nieliniowo$¢ rownan jest to problem bardzo skomplikowany do
rozstrzygniecia w ogélnym przypadku. Niemniej jednak, znanych jest kilka ogélnych wyni-
kéw opisujacych globalng dynamike rozwigzan réwnan Einsteina. Nalezg do nich twierdzenia
o osobliwosciach i hipoteza cenzury kosmiczne;j.

Nastepnie omawiam wyniki uzyskane przez Christodoulou dotyczace dynamiki bezmaso-
wego pola skalarnego w czterowymiarowej asymptotycznie plaskiej czasoprzestrzeni [6]-[12],
ktore pokazuja, ze mate dane poczatkowe ulegaja dyspersji, a duze prowadza do powstania
nagiej osobliwosci. Jadnak te rozwiazania okazaly sie niestabilne,wiec nagie osobliwosci nie
moga powstawacé generycznie w kolapsie grawitacyjnym. Wyniki te stanowia pierwszy do-
wod hipotezy cenzury kosmicznej, ktora méwi, ze osobliwosci zawsze znajduja sie wewnatrz
czarnej dziury.

W Rozdziale 2 pt. ,Spacetimes with a negative cosmological constant” omawiam czaso-
przestrzenie z ujemng stala kosmologiczng. Zaczynam od podstawowych wtasnosci d + 1-
wymiarowej czasoprzestrzeni anty-de Sittera. Jej metryka ma postac

—1
ds® = — (1 + r—z) dt* + (1 + T—2> dr® + r’dw?
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gdzie —oo <t < 00,0 <r<ooa dwgd,l jest metryka na d — 1 wymiarowej sferze. Latwo
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sprawdzi¢, ze ta metryka rozwigzuje rownania Einsteina ze stalg kosmologiczng A = —=55~,
gdzie ¢ jest promieniem AdS. Czasoprzestrzen AdS nie jest globalnie hiperboliczna i aby
okresli¢ ewolucje fal rozchodzacych sie w niej, obok warunkéw poczatkowych, nalezy okresli¢
rowniez warunki brzegowe. Gléwna réznica miedzy przestrzenia AdS a przestrzenia Min-
kowskiego polega na tym, ze mechanizm odpowiedzialny za stabilno$é tej drugiej, dysypacja
energii przez dyspersje, nie jest obecny w AdS i problem jej stabilnosci wydaje sie by¢ bardziej
skomplikowany. Nastepnie omawiam model bezmasowego pola skalarnego, ktéry postuzyt do
badania dynamiki zaburzen tréojwymiarowej czasoprzestrzeni AdS. Ewolucja bezmasowego
pola skalarnego ¢ jest rzadzona réwnaniami
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gdzie Ty, = 0,0y — % Gar(09)? jest tensorem energii-pedu. Wybierajac stosowna parametry-
zacje metryki g, otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych na ¢ oraz funkcje metryczne.
Model bezmasowego pola skalarnego w czterowymiarowej asymptotycznej czasoprzestrzeni
AdS byt badany w [4]. W dalszej czesci rozdzialu omawiam wyniki tam zaprezentowane,
ktore swiadczg o niestabilnosci rozwigzania AdS,. Argumenty tam przedstawione moga zo-
sta¢ tatwo uogolnione dla wyzszej liczby wymiarow [5]. Wyniki symulacji numerycznych
przedstawione w [4] sugeruja, ze dla generycznych danych poczatkowych stanem koricowy
ewolucji jest czarna dziura. Ponadto, symulacje numeryczne zostaly poparte heurystyczna
analizg oparta o rachunek perturbacyjny, ktory sugeruje, ze mechanizmem opowiedzialnym



za niestabilnos$¢ czasoprzestrzeni AdS, jest turbulentny transfer energii z nizszych do wyz-
szych czestosci. W jego efekcie energia skupia sie na coraz mniejszych skalach przestrzennych
prowadzac do kolapsu grawitacyjnego i powstania czarnej dziury.

W Rozdziale 3 pt. ,,Three-dimensional gravity” opisuje podstawowe wtasnosci teorii gra-
witacji w trzech wymiarach. Z punktu widzenia teorii réwnan rézniczkowych jest to wymiar
krytyczny dla réwnan Einsteina. Mozna to zobaczyé¢ patrzac na wymiar statej grawitacji:
(G] = M~1L%2 gdzie L jest dtugosciag a M masa. Dla d = 2 otrzymujemy [G] = ML, co
oznacza, ze o sile grawitacji decyduje tylko masa, a nie jej koncentracja. Ponadto, tensor
Riemanna ma tyle samo niezaleznych sktadowych co tensor Ricciego. Konsekwencja tego
faktu jest to, ze przestrzen jest ptaska tam gdzie nie ma masy. Dalej, pokazuje konstrukcje
metryki w obecnosci czastki punktowej zaprezentowang w pracy [13].

W asymptotycznie plaskiej czasoprzestrzeni nie moga istnie¢ czarne dziury. Jednak do-
danie ujemnej statej kosmologicznej pozwala uzyskaé¢ rozwiazania opisujace czarne dziury
w trojwymiarowej czasoprzestrzeni o asymptotyce AdS. Zostaly one znalezione przez Bana-
dosa, Teitelboima oraz Zanelliego [14]. Tak jak czarne dziury w wyzszych wymiarach, czarne
dziury BTZ sa charakteryzowane przez mase, moment pedu i tadunek elektryczny. Metryka
nierotujacej czarnej dziury BTZ ma postaé
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ds? = — (—M + 2—2) dt* + (—M - 2—2) dr? + r*de?,
gdzie M jest masa. M = —1 odpowiada trojwymiarowej czasoprzestrzeni AdS, M > 0
odpowiada rozwiazaniom czarnodziurowym a —1 < M < 0 odpowiada rozwiazaniom z
osobliwoscig stozkowa. Istnienie przerwy miedzy rozwigzaniem opisujacym najlzejsza czarng
dziure z M = 0 a czasoprzestrzenia AdS; jest manifestacja faktu, ze trzy jest wymiarem
krytycznym dla rownan Einsteina.

W Rozdziale 4 pt. ,Small perturbations of AdS3” omawiam wyniki moich symulacji
numerycznych dla matych zaburzenn AdS; z masa ponizej progu na powstanie czarnej dziury
tzn. zaburzen z masa M < 0. Rozpatruje dwa typy danych poczatkowych: zaburzenia
zbudowane z pojedynczego modu wtasnego zlinearyzowanego operatora falowego na AdSs
oraz ogo6lne zaburzenia, dla ktérych wzbudzonych jest duzo modéw wtasnych.

Dla danych poczatkowych zbudowanych z pojedynczego modu wlasnego mozna prze-
prowadzi¢ rachunek perturbacyjny w amplitudzie poczatkowego zaburzenia e. W trzecim
rzedzie rachunku pojawiaja sie cztony rezonansowe, ktére moga zosta¢ usuniete metoda mo-
dulacji czestodci. Okazuje sie jednak, ze w piatym rzedzie rachunku znowu pojawiaja sie
takie cztony, ale tym razem nie moga zosta¢ usuniete za pomocag wspomnianej metody, co
sugeruje wlaczenie niestabilnosci po czasie O(e™*). Symulacje numeryczne dla takich danych
poczatkowych bardzo dobrze zgadzaja sie z wynikami rachunku perturbacyjnego przez dtugi
czas. Zastosowanie metody modulacji czestosci znacznie poprawia te zgodnosé. Jednak po
czasie rzedu e * nie wida¢ numerycznej ewidencji na niestabilnoéé, co sugeruje, ze w celu
usuniecia cztonéow rezonsnansowych nalezy uzy¢ innej, bardziej zaawansowanej metody.



Dla ogo6lnych matych zaburzen AdS; od poczatku wzbudzonych jest duzo modow wia-
snych i rachunek perturbacyjny nie moze zostaé¢ zastosowany. Ze wzgledu na to, ze badane
zaburzenia maja mase ponizej progu na powstanie czarnej dziury, mamy dwa mozliwe sce-
nariusze: powstawanie osobliwosci lub globalna regularnosé¢ rozwiazan. Poniewaz wtasnosci
spektralne nie zalezg od liczby wymiaréw, spodziewamy sie trubulentnego transferu energii
do wyzszych czestosci, jak opisano w Rozdziale 2. Symulacje numeryczne tego typu zja-
wisk sg bardzo trudne. Rozwijanie przez rozwiazanie coraz mniejszych skal przestrzennych
zawsze musi skutkowaé utrata rozdzielczosci przestrzennej. Mimo to, potaczenie symulacji
numerycznych ze sprytng metoda bazujaca na wtasnosciach spektralnych moze poméc roz-
strzygnaé¢ czy osobliwos¢ powstaje w skoniczonym czasie czy nie. Taka metoda jest metoda
pasa analitycznosci [15]. Jej idea polega na wykorzystaniu zaleznosci pomiedzy wlasnosciami
analitycznodci funkcji a zachowaniem wspotczynnikéw Fouriera dla duzych liczb falowych k.
Niech funkcja u(z,t) bedzie rozwiazaniem réwnania rozniczkowego, a u(z,t) jej przedtuze-
niem na plaszczyzne zespolona. Jesli z = x + ip jest polozeniem osobliwosci funkeji u(z,t)
znajdujacej sie najblizej osi rzeczywistej, to p mierzy promien analitycznosci funkeji u. Pro-
mien analitycznosci p(t) ewoluuje wraz z rozwiazaniem. Jesli p(t) zmierza do 0 dla pewnego
t < T, to rozwiazanie staje sie osobliwe. Z twierdzenia mamy zaleznos¢ miedzy wspotczyn-
nikami Fouriera a k:

ug ~ |k|fe P*e ™ dla k — +o0.
Dopasowujac powyzsza zalezno$é¢ do spektrum Fouriera, ktére zostalo znalezione numerycz-
nie otrzymujemy zachowanie p(t), Rys. [Il Z Rys. [I] wida¢, ze
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Rysunek 1: Zachowanie In p w funkcji czasu t dla ogélnych danych poczatkowych.

p(t) = poe T

Promien analitycznosci spada eksponencjalnie do 0, ale nigdy go nie osiaga i rozwiazania
pozostaja globalnie regularne. Ponadto, wyzsze normy Soboleva zdefiniowane jako Hy =

4



[|¢”(t,x)||2 po krotkim czasie zaczynaja rosnaé eksponencjalnie, a ich wzrost skaluje sie jak
€2. Zostalo to przedstawione na Rys.
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Rysunek 2: Wykres przedstawia ewolucje norm L? drugiej pochodnej pola skalarnego dla danych
z trzema roznymi amplitudami: € = 0.3,0.3v/2,0.6 w skali lin-log. H> oscyluje w czasie dlatego dla
przejrzystosci prezentacji tylko lokalne maksima zostaly zaznaczone. Okno w prawym dolnym rogu
prezentuje te same dane po odpowiednim przeskalowaniu.

Podsumowujac, dla ogélnych danych poczatkowych obserwujemy turbulentny transfer
energii do wyzszych czestosci, ale rozwigzania pozostaja globalnie regularne, bo ich promient
analityczno$ci nigdy nie spada do 0.

W Rozdziale 5 pt. ,Large perturbations of AdS3” prezentuje wyniki moich symulacji
numerycznych dla zaburzen z masa powyzej progu na powstanie czarnej dziury. W tym celu
wybratam jednoparametrowa rodzine danych poczatkowych, jako wolny parametr wybratam
amplitude p. Rys. [3] przedstawia zaleznos¢ polozenia i czas powstania horyzontu pozornego
w zaleznosci od amplitudy danych poczatkowych. Dla wszystkich badanych zaburzen z masa
powyzej progu stwierdzono powstawanie horyzontu i kolaps grawitacyjny. Ponadto, masa
powstalej czarnej dziury dazy do masy poczatkowego zaburzenia. Jest to wynik kauzalnej
struktury czasoprzestrzeni AdS. Geometria czasoprzestrzeni na zewnatry czarnej dziury dazy
do geometry BTZ. Dzicki zastosowanemu schematowi numerycznemu i metodzie usuwania
osobliwosci mozliwe jest $ledzenie zachowania skalara krzywizny w 0 nawet po powstaniu
horyzontu pozornego.

Otrzymane wyniki sugeruja, ze dynamika zaburzen z masg powyzej progu na powstanie
czarnej dziury jest taka sama jak w wyzszych wymiarach. Jednak schemat numeryczny
zastosowany w tym przypadku nie pozwala na dlugoczasows stabilng ewolucje numeryczna.
Dla zaburzen blisko progu M = 0 potrzebne sa dokladniejsze symulacje, ktére pozwola
rozstrzygnaé czy wszystkie take zaburzenia kolapsuja do czarnej dziury.
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Rysunek 3: Wykres po lewej stronie przedstawia zaleznosé potozenia p 4y horyzontu od amplitudy
p, a wykres po prawej stronie zaleznosé czasu powstania horyzontu 74 od amplitudy. W zaleznosci
Tam (p) nie obserwujemy nieciagtosci, tak jakby to miato miejsce w wyzszych wymiarach.

W Rozdziale 6 pt. ,Critical phenomena in gravitational collapse” omawiam odkrycie
zjawisk krytycznych w kolpasie grawitacyjnym przez Choptuika [17]. Choptuik badat jedno-
parametrows rodzine, parametryzowang przez p, danych poczatkowych w czterowymiarowe;j
asymptotycznie ptaskiej czasoprzestrzeni. Jako model materii wybral bezmasowe pole ska-
larne. Dla malych warto$ci parametru obserwowat dyspersje a dla duzych kolaps grawita-
cyjny i powstawanie horyzontu. Pomiedzy tymi dwoma scenariuszami znajduje sie rozwiaza-
nie krytyczne p* bedace na granicy. Dokladna analiza pokazala, ze to rozwigzanie ma szereg
wtlasnosci: jest uniwersalne oraz dyskretnie samopodobne. Ponadto, dla wartosci parame-
trow powyzej wartosci krytycznej p > p* zaobserwowal skalowanie masy powstajacej czarnej
dziury zgodne z prawem potegowym

Mgy ~ (p—p")",

gdzie wyktadnik v nie zalezy od rodziny danych poczatkowych. Zjawiska krytyczne w ko-
lapsie grawitacyjnym zostaly pozniej odkryte w wielu innych modelach.

W dalszej czedci rozdziatu przedstawiam wyniki badan nad krytycznym kolapsem w troj-
wymiarowej czasoprzestrzeni anty-de Sittera. Ten problem byl badany w pracach [18, 19} 20],
jednak, wyniki tam przedstawione nie sg rozstrzygajace i nie mozna uznac tego problem za
rozwigzany. Wyniki symulacji numerycznych przedstawione w [18] daja mocne podstawy do
stwierdzenia, ze rozwiazanie krytyczne jest samopodobne. W szczegélnosci autorzy zbadali
skalowanie skalara krzywizny w 0 otrzymujac

IR| ~ (p—p*)*, (1)

gdzie v = 1.15 — 1.25 w zaleznosci od rodziny danych poczatkowych. Stad, uzywajac argu-
metoéw opartych na analizie wymiarowej otrzymali skalowanie masy postaci

Mgy ~ (p* —p)™> (2)



z ta sama wartoscia 7. Obecnos¢ statej kosmologicznej tamie symetrie skalowania i rozwia-
zanie krytyczne moze by¢ samopodobne tylko w przyblizeniu. Po zaniedbaniu obecnosci
stalej kosmologicznej mozna znalez¢ postaé¢ rozwiazania samopodobnego. Zostalo to zro-
bione w [19]. Doktadniej, istnieje rodzina rozwiazan samopodobnych parametryzowana stata

c =1,/ ﬁ (1 —1/2q), gdzie q jest dodatnia liczba naturalna. Analiza stabilnosci przepro-

wadzona w [20] pokazuje, ze rozwiazanie samopodobne ma ¢ — 1 modoéw niestabilnych.

W Rozdziale 7 pt. ,Critical data” omawiam wyniki moich symulacji numerycznych zabu-
rzeni znajdujacych sie na progu na powstanie czarnej dziury. Otrzymane rezultaty potwier-
dzaja te przedstawione w [I8] oraz je rozszerzaja. Dla jednoparametrowej rodziny danych
poczatkowych parametryzowanej amplituda p przeprowadzitam szereg symulacji numerycz-
nych, ktore pozwolity na znalezienie amplitudy rozwiazania krytycznego p*.

Przeprowadzone testy pokazuja, ze rozwigzanie znalezione przez Garfinkle’a dla ¢ = 4
dobrze opisuje zachowanie krytyczne blisko 0. Jednak z analizy stabilnosci wynika, ze to roz-
wiazanie ma 3 mody niestabilne i niemozliwe jest znalezienie takiego rozwiazania wykonujac
bisekcje tylko w jednym parametrze.

Ponadto, zbadatam skalowanie skalara krzywziny w 0 oraz masy powstajacej czarnej
dziury. Wyniki sg przedstawione na Rys. . Obie wielkosci zachowuja sie zgodnie z i ,
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Rysunek 4: Wykres po lewej stronie przedstawia skalowanie max |R(0,¢)| zgodne z (1], 2y = 2.5.
Wykres po prawej stronie przedstawia skalowanie masy powstalej czarnej dziury, ktoére jest zgodne
zZ , ale wyktadnik 2y = 0.6, co jest niezgodne z argumentacja przedstawiona w [18].

ale z innymi wartosciami wyktadnikow. Ta niezgodnos¢ sugeruje, ze rozwigzanie krytyczne
blisko 0 jest dobrze opisywane przez rozwiagzanie samopodobne znalezione przez Garfinkle’a,
ale powstawanie horyzontu pozornego i skalowanie masy jest bardziej skomplikowane.

Rozwigzanie asymptotycznie dazace do rozwiazania Garfinkle’a dla A — 0 moze zostac
skonstruowane za pomoca szeregu potegowego. Tam gdzie rozwiazanie Garfinkle’a przestaje
opisywac zachowanie krytyczne potrzebny jest inny ansatz. Niestety nie udalo sie sklei¢ tych
dwoch rozwiazan i otrzymaé rozwigzania opisujacego calte rozwiazanie krytyczne.



W Rozdziale 8 pt. ,Conclusions” przedstawiam podsumowanie otrzymanych wynikéow.
Zaburzenia czasoprzestrzeni AdS3 z masg ponizej progu na powstanie czarnej dziury pozo-
staja globalnie regularne mimo, ze rozwijaja coraz mniejsze skale przestrzenne. Zaburzenia
z masa powyzej progu kolpsuja do czarnej dziury BTZ. Blisko progu M = 0 wystepuja zja-
wiska krytyczne, a rozwiazanie krytyczne zdaje sie byé¢ samopodobne i wykazuje skalowanie
masy zgodne z prawem potegowym ([2).

W Dodatku A pt. ,Numerical methods” omawiam metody numeryczne uzyte do prze-
prowadzenia symulacji numerycznych zaburzen czasoprzestrzeni AdSs.
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