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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgra Pawla Biernata

Rozprawa doktorska Singularities in heat flow for harmonic maps Pana Pawla
Biernata dotyczy badania osobliwo$ci rozwigzan potoku przeksztatcern harmonicz-
nych miedzy dwiema rozmaito§ciami riemannowskimi M, N, tzn. potoku gradiento-
wego dla caltki Dirichleta £(F) = [, |VF|*dvol, rozwazanej w klasie przeksztalcen
F: M — N, majgcych gradient catkowalny z kwadratem. Wiezy, polegajace na tym,
ze wszystkie wartodci przeksztalcenia F nalezg do rozmaitoséci N, prowadza do po-
jawienia sie kwadratowych nieliniowosci, zaleznych od pierwszych pochodnych roz-
wigzania: w lokalnych wspéirzednych mamy do czynienia z uktadem réwnan

F,— AF = A(F,VF), |A| S |VF.

Podobnego typu osobliwosci pojawiaja sie w wielu innych potokach geometrycznego
pochodzenia, np. w potoku Ricciego. To za ich sprawg badanie istnienia, regularnosci,
wybuchéw lub asymptotyki rozwigzan takich r6wnan jest rzeczg trudng. W szczegél-
nosci, od czasu pochodzgcych sprzed éwieré wieku prac Struwego i Chena wiadomo,
ze dla niektérych danych poczgtkowych rozwigzanie ‘wybucha’ w skoriczonym czasie,
tzn. nie istnieje jako rozwigzanie klasyczne (powiedzmy klasy C?) dla wszystkich
czaséw t > 0.

Autor zajmuje sie przypadkiem, gdy M = N = §¢ ¢ R sg d-wymiarowymi
sferami jednostkowymi. Réwnanie potoku przeksztalcen harmonicznych ma wtedy

postacd
F,— AF = [VF|2 F.

Dodatkowo w calej rozprawie przyjmowane jest zalozenie — ansatz — ze mamy do
czynienia z rozwigzaniem ekwiwariantnym

F(z,t) = (QA (z/r) sinu(r,t), cos u(r,t)) , r=|z|, ze€R%

gdzie Q) jest funkcjg wilasng laplasjanu na sferze. Jak to zwykle w teorii réwnan
czgstkowych bywa, zatozenie symetrii rozwigzania pozwala nieco uproécié rozwazane
rownania, zmniejszy¢ liczbe zmiennych etec.



W pierwszej czesci rozprawy, ktéra stanowita wspélng publikacje z promotorem,
prof. Piotrem Bizoniem, przy zalozeniu 3 < d < 6 stosowana jest analiza formalnych
rozwinieé¢ asymptotycznych i obliczenia numeryczne do badania tzw. profili wybuchu
(tzn., niezbyt precyzyjnie méwige, badania asymptotyki) rozwigzan w poblizu oso-
bliwodci. Zalozywszy, ze osobliwo$é w chwili czasu T jest tzw. typu I, tzn. wielkosé
sup(T — t)|Vul|? jest skoriczona, mozna przeskalowaé rozwigzanie i otrzymaé ciag,
zbiezny do samopodobnego rozwigzania na R?. Podobnych $rodkéw uzywa si¢ w ty-
powych konstrukcjach, pozwalajacych przedtuzaé rozwigzanie poza czas t, w ktérym
pojawia sie osobliwo§é. Dla rozwigzan ekwiwariantnych, réwnania rozwigzar samo-
podobnych zmieniajg sie w réwnania zwyczajne, ktére w rozprawie sg szczegélowo
badane. Wéréd kurczgceych sie rozwigzan samopodobnych istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie stabilne, a wérdéd rozwigzan rozszerzajacych sie — dokladnie jedno, ktére
ma taki sam profil asymptotyczny. Na podstawie analizy, popartej przekonujgcymi
eksperymentami numerycznymi, wysunieta jest hipoteza, ze typowe ekwiwariantne
rozwigzanie potoku przeksztatcert harmonicznych doznaje szeregu wybuchéw i przy
kazdym z nich, zar6wno przed pojawieniem sie osobliwosci jak i po przejsciu przez
nig, zachowuje sie w konkretny, do§é precyzyjnie opisany sposéb; co wiecej, kazde
pojawienie sie osobliwoéci skutkuje zmiang stopnia przeksztalcenia o 1.

W drugiej czesei, dla wymiaréw d > 7, badane sg osobliwosci typu II, tzn. takie,
ktére nie sg typu I. Sg one trudniejsze w opisie, z uwagi na szybsze tempo wybu-
chu i niemoznogé prostego wykorzystania symetrii réwnania. Autor konstruuje kon-
kretng rodzine rozwiazan z takimi osobliwoéciami. Jest to istotnie nowy wynik; juz
on sam moégtby byé podstawg akceptowalnej rozprawy doktorskiej. Wreszcie, doda-
tek do rozprawy zawiera dowéd pomocniczego twierdzenia o istnieniu i asymptotyce
dla z — oo rozwigzan nieliniowego réwnania zwyczajnego, ktére — po sprytnych za-
mianach zmiennych i przejsciach asymptotycznych — pojawia sie podczas konstrukeji
rozwigzan osobliwych.

Za najwazniejsze zalety rozprawy Pawla Biernata uwazam

e wykazang daleko posunieta biegloéé techniczng i zdecydowanie ponadprzecietng
bieglosé rachunkowsg autora; obie oceniam wysoko, gdyz moim zdaniem znamio-
nujg upodr, talent i umiejetnosé przewidywania wynikéw obliczen, co w réwna-
niach czgstkowych bywa bardzo wazne;

e umiejetne postugiwanie si¢ metodami analizy do badania konkretnych rozwia-
zan nieliniowych réwnan czgstkowych i zwyczajnych,

e wykazang dobra znajomos$é wspélczesnej literatury w tej tematyce.

Po lekturze rozprawy jestem przekonany, ze mgr Pawel Biernat mégtby z powodze-
niem zajmowa¢ sie konstrukejg i analizg przyktadéw osobliwosci konkretnych roz-
wigzan dla wielu innych réwnan. W tym sensie rozprawa dowodzi jego prawdziwe;j
matematycznej dorostoséci (choé, z mego subiektywnego punktu widzenia, moze nie-
koniecznie pelnej matematycznej dojrzalosci, o czym pisze nizej).

2



Za najwazniejszg, kluczowg z punktu widzenia matematyka wade rozprawy uwa-
zam jej styl, typowy dla wielu prac w fizyce teoretycznej. Jak kazdy czytelnik Bier-
nata fatwo sprawdzi, zasadnicza cze$¢ rozprawy — jej analityczne mieso, najciekaw-
sze wszak dla kogo§, kto zajmuje sie r6wnaniami czgstkowymi — to wartki strumien
rachunkéw, w ktérych stopniowo przyjmowane sg kolejne zalozenia, uproszczenia
etc. Z punktu widzenia matematyka, w takim tekscie niebezpiecznie cienka granica
dzieli spekulacje, przyblizenia, ansatze, uproszczenia modelu dla wygody rachun-
kéw, nieuzasadnione do korica przejscia graniczne itp. od naprawde precyzyjnie udo-
wodnionych twierdzen. Precyzyjne wydzielenie z tego strumienia napiséw i komen-
tarzy jasnych zestawéw zalozen i odrebnych, wywiedzionych dowiedzione tez nie jest
niestety rzeczg latwa, a przynajmniej nie bylo rzeczg latwg dla nizej podpisanego.
Wyrwane z tekstu (pierwsza czesé, podrozdziat 5) zdanie As this is our main result,
let us phrase it in the form of a conjecture’ dobrze ilustruje to, co chce powiedzie¢; taka
fraza matematyka natychmiast prowokuje do komentarza ‘to wynik, czy hipoteza?,
choé¢ oczywiscie w tym akurat przypadku jest jasne, ze chodzi o to, iz dotychczasowe
rozwazania pozwalajg autorowi sformultowac ciekawg, nieoczywistg hipoteze, precy-
zyjnie opisujgcg osobliwosci typu I rozwigzan ekwiwariantnych. Skadingd, postep w
matematyce wymaga czasem takze i takiej — przemyélanej wszak i gteboko twércze;j!
— spekulatywnosci. Niemniej, jako czytelnik (ktéry w miare uplywu czasu mysli co-
raz wolniej) wolalbym znacznie wyrazniejsze oddzielenie spekulatywnosci od tego,
co w tekécie precyzyjnie udowodnione. Mys$le, ze rozprawa Pawta Biernata bardzo by
na tym zyskala.

Sg tez w tekscie liczne miejsca—lapsusy, takie jak np. napisane chyba po prostu
bez zbytniego namystu wzory (21) czy (25) we wprowadzeniu do rozprawy, ktére pu-
rysta uznalby za formalnie bezsensowne. Wreszcie, sg w rozprawie zwykle dla Po-
laka drobne usterki angielszczyzny 1 literéwki. Wyliczanie wszystkich miejsc, gdzie
cos mi sie w tekscie nie podobato, uwazam jednak w tym przypadku za gteboko bez-
sensowne: gdybym pisat podobny artykut sam, to po prostu od poczatku, z uwagi
na wlasne do§wiadczenia i tradycje pisania prac, w ktérej wyrostem, staratbym sie
zredagowac tekst zupelnie inacze;.

Mimo powyzszych zastrzezen i uwag krytycznych, nie mam watpliwosci, ze przed-
stawiona rozprawa dowodzi zaawansowanych kwalifikacji matematycznych autora
i spelnia wszystkie ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom dok-
torskim. Z pelnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie Pana Pawla Biernata do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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