Recenzja pracy doktorskiej Michala Ecksteina

»3pectral action — beyond the almost commutative geometry”

Recenzowana rozprawa doktorska, napisana pod kierunkiem dr hab. Andrzeja Sitarza,
ma 150 stron. Oprécez streszezenia w jezyku polskim, sklada sie ona ze wstepu, pieciu
rozdzialéw, podsumowania i bibliografii po angielsku. Jej tematyka wchodzi w zakres
geometrii nieprzemiennej, ktéra jest stosunkowo mloda i dynamicznie rozwijajaca sie

dziedzing matematyki, interesujaca rowniez z perspektywy fizyki matematycznej.

Na poziomie topologicznym za poczatki geometrii nieprzemienne] uwaza sie zwykle
twierdzenie Gelfanda-Naimarka z lat 40 ubieglego wieku, ktore opisuje réwnowaznosé ka-
tegorii przestrzeni lokalnie zwartych i kategorii przemiennych C*-algebr (z odwrdéconymi
morfizmami). Od kilkudziesieciu lat, dzieki pracom Alaina Connesa i wielu innych, trwa
prezny rozwodj geometrii nieprzemiennej. Bada ona nie (koniecznie) przemienne alge-
bry, wyposazone w dodatkowe struktury odpowiadajace np. rachunkowi rézniczkowemu,
wigzkom wektorowym, 1 inne. Kluczowym obiektem opisujacaym gladka metryczng i
spinorowa geometrie jest trojka spektralna (A, H, D). Oprocz algebry A, reprezentowa-
nej na przestrzeni Hilberta H, w jej sklad wchodzi rowniez operator typu Diraca D,
spelniajacy pewne warunki. Kilkanascie lat temu sfrormulowana zostala zasade dziate-
nia spekiralnego (spectral action principle), dajaca mozliwosé istotnego rozrézniania i
"wartosciowania” takich geometrii. Dzialanie spektralne stalo sie waznym i aktywnym

tematem badawczym, ktéremu powswiecono juz kilkaset publikacji.

Recenzowana praca zajmuje si¢ wlasnie tym zagadnieniem. Stawia sobie ona za cel
uogdlnienie dotychezas otrzymanych resultatéw na przypadek tréjek spektralnych, ktoére
nie musza by¢ gladkie, ktérych spektrum wymiaréow nie musi byé proste, lub moze za-
wiera¢ liczby z niezerowa czescia urojona. Takie tréjki spektralne wprowadzone zostaly
na przestrzeniach jednorodnych grup kwantowych, a w szczegdolnosci na standardowe]
sferze Podlesia, ktéra jest przestrzenia jednorodna SU,(2). Przykiad ten badany jest w
ostatnim (piatym) rozdziale pracy. Nalezy podkreslié, ze interesujace przyklady sa bar-
dzo cenne, poniawaz réznorodno$é mozliwych kierunkéw nieprzemiennych uogélnien jest
wieloraka. Grupy kwantowe i ich przestrzenie jednorodne sa tutaj szczegdlnie wdzieez-
nymi obiektami, ze wzgledu na zwiazane z nimi uogélnione symetrie, ktére pozwalaja

uprosci¢ wyjatkowo skomplikowane obliczenia.

Dla otrzymania postawionego sobie celu, autor skrupulatnie przedstawia i rozwija w
rozdzialach 1-4 niezbedne pojecia 1 wyniki. W szezegdlnosdel rozdzial pierwszy zawiera
wyczerpujacy, ale tylko niezbedny i dobrze dobrany, znany material o tréjkach spektral-

nych, operatorach pseudorézniczkowych, spektrum wymiardw i nieprzemiennej calce.



Rodzial drugi poswiecony jest zagadnieniu sladu operatora ciepta dla operatora [,
ktorego rozwiniecie asymptotyczne dla £ 0 jest glowna metoda badania dzialania spek-
tralnego. Takie rozwiniecie - dobrze znane w przypadku operatoréw rézniczkowych na
rozmaitosciach Riemannowskich - jak dotad otrzymano jedynie w killku przypadkach nie-
przemiennych, a zwykle jest ono po prostu postulowane. W oparciu o wyniki uzyskane
wspolnie z A. Zajacem w [53] w podrozdziale 2.2 otrzymane zostaly warunki wystar-
czajace dla istnienia takiego rozwinigcia, stosujac odwrotng transformate Mellina do
jawnego przedluzenia meromorficznego funkeji zeta operatora D. Przy nieco silniejszych
zalozenich rozwazony zostal rowniez problem zbieznosci otrzymanych szeregéw asymp-

totycznych.

Wiyniki rozdzialu trzeciego, jedynie poza Def 3.1 i podrozdzialem 3.1.2 (opartym jed-
nakze na wspélpracy autora w [52]), zostaly otrzymane samodzielnie. Przedstawiony jest
tam gtéwny wynik rozprawy: wzor na rozwiniecie asymptotyczne dziatania spektralnego
dla duzych energii (Twierdzenie 3.2.1). Ponadto wyprowadzone zostaly dokladne (nie

asymptotyczne) wzory dla jawnie okreslonej klasy funkeji obciecia.

Rozdzial czwarty jest w calodci nowy i samodzielny. Autor zajmuje sie w nim tréjkami
spektralnymi nie spelniajacymi warunku regularnosci i w tym kontekscie wprowadza

rachunek operatorow pseudorozniczkowych.

W rozdziale piatym metody systematycznie opracowane w poprzednich rozdzialach
zastosowano do zbadania U, (su(2))-ekwiwariantnej tréjki spektralnej dla standardowej
sfery Podlesia, ktéry to przyklad odnotowuje ze szezegdlng satysfakeja. Otrzymane tam
wyniki oparte sa na wspélpracy w [52], lecz Prop 5.2.6 1 Cor 5.2.7 sa zupelnie nowe i

samodzielne.

Rozprawa dokumentuje swietne obeznanie autora z dostepna literatura na badany
temat, wliczajac w to najnowsze rezultaty. Zawiera ona wiele oryginalnych i waznych
wynikow, ktérych czesé oparta jest na wspdlpracy w ref. [52] 1 [53] (w przygotowaniu).
Wykazuja one sprawnosé autora w uzywaniu zaawansowanych i subtelnych metod rozwi-
nie¢ asymptotycznych. Wyliczenia, ktére udato mi sie sprawdzic, sa prawidlowe. Godny

podkreslenia jest w szegdlnosci trudny technicznie dowdd Prop. 5.3.2.

Kilka drobnych uwag natury matematycznej i merytorycznych:
- zalozenie lacznosei w Def. 1.1.4. lepiej jest wstawi¢ juz w Def. 1.1.1;
- na str. 9 zamiast (1.8) powinno byé (1.9);
- odnoesnie "disjoint domains ... nowhere defined” i "may be even empty” na str 10: wek-
tor zerowy jest zawsze w dziedzinie kazdego operatora liniowego;
- ciekawe (chociaz dla reszty pracy) jest czy rézne normy Soboleva na str. 24 sa réwno-

wazne’;



- odnosnie ,.One can relate the Dixmier trace of a measurable operator to a spectral zeta-
function, but a different one than that defined by (1.31). [...] but the two zeta-functions
[...] do not relate to each other directly” pod koniec str 33 i na poczatku 34: z punktu
widzenia calli nieprzemiennej i relacji ze sladem Dixmiera te dwie funkcje zeta sa jakby
rownowazne gdyz z np. z Prop. 3.6 w [A. Carey, J. Phillips, and F. Sukochev Spectral
flow and Dizmier traces, Adv. Math.173, 68-113 (2003)] wynika ze ich residua w s = 1

8, rowne;

przymiotnik ,dense” nie wydaje mi sie zbedny w zdaniu po (2.9)

na str. 100 w Tw. 3.3.1 1 jego dowodzie, w kilku miejscach nalezy zastapié = przez s;

- na str. 110 powinna by¢ ref [52] zamiast [120];

nastr. 116 brakuje s po prawej stronie (5.25) i przed Prop. 5.2.3 zamiast (p p powinno
stac Cp p;

- na str. 125 po prawej stronie wzoru (5.39) lepiej wpisaé Zp_ (s).

Nalezy dodaé, ze praca napisana jest w zrozumiatym i jasnym stylu, chociaz przydaltby
sie index uzywanej notacji. Autor wykazal sie dobra znajomoscia jezyka angielskiego.
Bledy jakie udalo mi sie zauwazy¢ to "K-theoric” na str. 6, ,are extesively in” na str.
20, ,in that” na str. 23, ,,depend of” na str. 40, ,as and” na str. 49, theses” na str. 78,

o o , s ) ; , 2 .
sClassed” na str. 80. Natomiast dwa dostrzezone bledy literowe w stresczeniu po polsku
(strona iv) to: ,Rodzial™ i ,Gléwny wyniki”. Na str. v. zauwazylem tez angielska wersje
"Michael” imienia Prof. Hellera.

Podsumowujac uwazam, ze recenzowana praca jest interesujaca, na dobrym miedzy-
narodowym poziomie, a jej cel zostal w pelni zrealizowany. Spelnia ona wszystkie wymogi
stawiane rozprawom doktorskim i moze by¢ dopuszczona do obrony. Jak wynika z bi-
bliografii, niektdre jej wyniki zostaly juz opublikowane w wydaniu elektronicznym a inne

sa w przygotowaniu. W mojej opinii autor zashiguje na wyrdznienie.
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