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Recenzja rozprawy habilitacyjnej Leokadii Biatas-Ciez
pt. ?”Wybrane nieréwnoéci wielomianowe w konteksécie funkeji Greena”

Omodwienie rozprawy

Rozprawa sklada si¢ z szesciu prac habilitantki. Jedna z nich nie ma wspél-
autordéw, natomiast pozostale pieé powstaly we wspélpracy?.

[A1] L. Bialas-Ciez, M. Kosek, How to construct totally disconnected Markou
sets?, Ann. Mat. Pura Appl., 190 (2011), 209-224.

Gléwng ideg pracy jest podanie przykladéw zwartych zbioréw na plaszezyz-
nie, ktére nie sa spéjne i ktére spelniaja wlasno$é Markowa. Zresztay ta pro-
blematyka przewija si¢ przez wickszo$¢ prac z rozprawy habilitantki. Gléwnym
twierdzeniem na ktérym si¢ opicraja przyklady jest

Theorem 1. Niech K C C bedzie zhiorem zwartym oraz niech zo € K. Oznaczmy
przezT ={t 2 0:32€ K : |2 —z| =t}. Ustalmyn € N oraz j € {1,...,n}.
Zaldzmy, Ze isinieje stalu Cjp, > 0 taka, Ze dla dowolnego wielomionu Q € P,
zachodzi nierdunosé |QV(0)] < CjnlQllr. Wtedy dla dowolnego wielomianu
P € P, zachodzi nieréunosé |PY)(z)| € 2nC;p || Pl k-

Dzigki temu wynikowi autorki sa w stanie analizowaé przyklady powstajace
z obrotow zbiordw okreslonych na prostej rzeczywistej dookola zera. W szeze-
gdlnodel, mozna obracaé zbiér Cantora i otrzymaé nowe przyklady zbioréw na
plaszezyznic z wlasnoscia Markova.

W zwigzku z oswiadczeniem Pani dr Marty Kosck w analizie tej pracy
nic wziglem pod uwage wynikéw dotyczacych dynamiki zespolonej (Rozdzia-
ly 4,5.6).

Praca jest cytowana przez habilitantke i R. Egginka w pracy [A5].

[A2] L. Bialas-Ciez, Siciak’s extremal function via Bernstein and Markov
constants for compact sets in C, Ann. Polon. Math., 106 (2012), 41 51.

W pracy autorka definiuje state Bernsteina i Markova i pokazuje zaleznosei
miedzy nimi. Stosowane metody sa w miare standardowe.

Praca nigdzie nic jest cytowana.

[A3] L. Bialas-Cicz, J-P. Calvi, Pseudo Leja sequences, Ann. Mat. Pura
Appl., 191 (2012), 53 75.

W recenzji bede stosowal te same oznaczenia, jakie pojawiaja sie w rozprawie habilitacyj-
J po) 3 ]
nej.



Wisrdd prac, zawartych w rozprawie, ta praca istotnic si¢ rézni od pozosta-
tych. Bowiem idzie w kierunku matematyki obliczeniowej, gdzie istotne sg ciggi
lub zbiory, "aproksymacyjnic” spelniajace dang wilasnosé.

Przy badaniu zbioréw zwartych na plaszezyznic dwa ciggi, Fekete oraz Leja,
odgrywaja dosé istotng rolg. Mowimy, ze clag {a,} C K jest ciagiem Leji dla
zbioru zwartego K, jesli ag jest dowolnym punktem oraz dla dowolnego n > 1
zachodzi réownosé

|wn (an)| = max lwn(z)|, egdzic w,(2) = (2 —ag)...(z — ap—1).

Uéredniajac miary Diraca w tych punktach i biorac (slaba) granice podciagu
tych miar otrzymamy miare rownowagi danego zbioru.

Ciag {a,} C K jest ciggiem Leji dla zbiorn zwartego K oraz dla ciggu
liczbowego {M,,} takicgo, ze M, > 1 oraz MM 51, jeshi ap jest dowolnym
punktem oraz dla dowolnego n > 1 zachodzi réwnoéé

My |wn(an)| 2 Tes lwa(2)],  gdzie wn(2) = (z —ao)...(z — an-1).

W pracy pokazano, ze te sama wlasnodé maja pseudociagi Leji?

W dalszej czedel (Twierdzenia 3 oraz 4) pokazano, jak si¢ rozkladaja punkty
pseudociggu Leji dla zbiordw zwartych spelniajacych wlasnosé Markova oraz
pokazano algorytm szukania takich ciagéw dla pewnych zbiorow.

W tej pracy wida¢ ogromny wplyw J-P. Calvi, ktéry w swoich badaniach
wiadnie koncentruje si¢ na obliczeniowej stronic w teorii potencjalu. Zawicra
jednak w duzej mierze wyniki typu "uwag”.

Praca cytowana 4 razy.

[A4] M. Baran, L. Bialas-Cicz, B. Milowka, On the best exponent in Markowv
inequality, Potential Anal., 38 (2013), 635-651.

Zalézmy, zc zbior zwarty K spelnia nieréwno$é Markova, czyli

IIVP[llx < M(deg P)™| P

K (1)

dla dowolnego wielomianu P. Tu m, M sa pewnymi stalymi. Wykladnikiem
Markova zbioru K autorzy nazywaja liczbe

m(K) =inf{m > 0:3M > 0 VP incquality (1) holds}.

W rozdziale 2 autorzy podaja prezyklady zbiovdéw zwartych, ze to infimnum nie
jest osiagniete.

Rozdzial 3 zawiera zaskakujacy jak dla mnie przyklad zbioru zwartego, ktory
powstaje z symetrycznych odbié¢ tzw. zbioru Zernera, czyli zbhioru, ktéry spelnia
nieréwnosé Markova we wszystkich punktach, oprocz poczatku ukladu. Nowo-
powstaly zbidr juz spelnia nieréwnosé Markova w zerze, ale mimo to nie jest
zbiorem Markova.

2Stosuje to samo nazewnictwo jak habilitantka, ale te ”pseudociggi” sa jak najbardziej
ciggami, ktore aproksymacyjnie sg ciagami Leji. Jeéli nazewnictwo angielskie jest do przyjecia,
to jednak odpowiednik polski jest, wedlug mnie, nienajlepszy.
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Praca cytowana 2 razy.

[A5] L. Bialas-Ciez, R. Eggink, Equivalence of the local Markov Inequali-
ty and a Kolmogorov type inequality in the complexr plane, Potential Anal., 38
(2013), 299 317.

W pracy autorzy przenosza wyniki Bosa 1 Milmana z przypadku rzeczywi-
stego na plaszczyzng zespolona. Okazuje si¢ to bardzo nicprostym zadaniem.
Wprowadzono wiele warunkéw (nieréwnosei ”typu Kolmogorowa™) oraz poka-
zano zwiazki migdzy nimi oraz lokalna niréwnoscia Markova. Pokazano rowniez
zwigzek z doskonaloseia (tzw. (m., k)-doskonalodcig) zbioru zwartego.

W rozprawie habilitantki ta praca niewatpliwie jest najbardziej techniczna.

[A6] M. Baran, L. Bialas-Ciez, Hélder Continuity of the Green Function and
Markov Brothers’ Inequality, Constr. Approx., (2013).

Zgodnice z o$wiadezeniem, Rozdzial 4 zostal napisany calkowicie przez wspol-
autora. Dlatego w ocenie ten rozdzial nie wzialem pod uwage.

Niech £ ¢ CN bedzie zbiorem zwartym. Méwimy, ze £ spelnia wlasnogé
HCP (Holder Continuity Property) ze stalymi 4 € (0,1] oraz B > 0 i piszemy
E € HCP(~, B) jesli

Ve(z) < Bdist(z, E)”  dla dowolnego z € CV.

W pracy autorzy wprowadzili nowa klasg zbioréw zwartych. Méwiny, ze E
spelnia nieréwno$é¢ V. Markova ze stalymi m > 1 oraz M > 0 i piszemy
EeVMI(m, M) jesli

leg P m|al : i
%“P”g dla dowolnych a € NyY, P € P(CV).
(a9

ID*Pllg < M
W gléwnym wyniku pracy (w Twierdzeniu 2.9) autorzy pokazuja, ze dla odpo-
wiednio dobranych ~, B, m, M = przynaleznosei do klasy HCP wynika przyna-
leznosé do klasy VM T i na odwrot.

Podstawows technniky dowodows jest wzoér caltkowy Cauchy’ego w polidy-
sku, wzdr Taylora oraz definicja funkeji Greena Vi (a raczej jej zwiazku z funkejy
Siciaka ®g).

Rozdzial piaty zawiera dwa przyklady zbioréw zwartych (jeden na plasz-
czyznic zespolonej, drugi w CV), ktére sq klasy HCP.

Dodatkowy dorobek

Poza przedstawiona rozprawa, po doktoracie habilitantka napisata 5 prac.
Mimeo tego, Ze ich tematyka nie odbiega za bardzo od przedstawionej w roz-
prawic, jednak ten dorobek uwazam za istotnic wigkszy. Prawdopodobnic ze
wzgledu na moje zainteresowania, najbardzie] mi si¢ podoba ostatnia praca o
wlasnogei produktowej pojemnodei w CV.

Podsumowanie

Kazda z omawianych prac zawiera cickawe pomysly i s3. w moim przekona-
niu, nictrywialne. Sam mialem okazje analizowad i1 pracowaé nad niektérymi z



nich (bylem promotorem pracy doktorskiej Pana R. Egginka) i jestem daleki od
uznania ich jako prostych. Ale brakuje mi nowych technik i narzedzi. Stosowane
sa w miare standardowe metody, pojawiajace sic w teoril potencjalu na plasz-
czyznie zespolonej. Mimo tej krytycznej uwagi, jednak osobiscie dobrze oceniam
prace habilitantki.

Wnosze o dopuszezenie Pani dr Leokadii Bialas-Ciez do dalszych etapow
przewodu habilitacyjnego.
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